الاکادعبة احهوية للت بمة والتکی ۰ 8 " المستوى: 321 5,165 
4.55 لجهوية للتربية والتکوین درس : اتصال ТЕ‏ عددية لمستوى 45 ب لوب 


2020/2001: Миш ыра 


نشاط: سلسلة مراجعة اللہایات 


La Continuité d'une fonction numérique | التأهيلية عبد‎ ЭРТ الثانوي‎ 


1- ماية دالة حدودية عند 4 هي صورة العدد 4ء дам‏ اخر : lim Р(х) = P(a)‏ 


Jim a,x" +a, үх +... +а, = lim aX” اخر‎ дэс هي نباية حدها الاکبر درجة‎ --ОО دالة حدودية عند 100 أو‎ ile -2 
SH الدوال‎ АК ب-‎ 


mF Ра), 
“O х Оба) 


Ас -1‏ دالة جذرية عند © هي صورة العدد дааа‏ اخر: 0= О(а)‏ 


a,x" +a x" 77767 
ПП т 771-1 
ob x 70-7 


g x <f x Sh x 
— Hm = С 
ис шїї S 


1 х > x 
l => lim f x = 00 
lmh x ممح‎ xa 


Xd 
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5,165 321 المستوى:‎ " К ӨКӨРРЕРІРЕҮРЕРЕСІ 
та عددية لمستوى 45 ب‎ ТЕ لجهوية للتربية والتکوین درس : اتصال‎ 4.55 


الثانوية التأهيلية عبد الله الشفشاونی La Continuité d'une fonction numerique‏ السنة الدراسية: 2020/2021 


Је الاتصال في نقطة - الاتصال في‎ Л 


فشاط : 
f ss‏ دالة عددية و С,‏ منحناها الممتل أسفله في معام 


متعامد منظم О,1,/‏ 
1( مبیانیا آحسب مایلی: 


77207 بل ہو‎ al 


نعتبر الدوال العددیة گر و ف المعرفة بما يلي: 


أدرس اتصال الدالتين و ب في النقطة1 . 
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الاكاديية اج لتربية والتکوین ےت اتصال 313 здо‏ المستوى: الثانية باکالوریا 
Фу?‏ التأهيلية 7 44 д Га Continuité d'une fonction numérique ТК‏ راسیة: 2020/2021 


у(х) = -1х+11 


3х-18 
х) = لبجب ہے‎ 
7 2-5х-6 


احسب Шіл‏ ھا 
х-э3‏ 


اسب lim f x‏ ماذا تلاحظ؟ 


) آدرس إتصال الدالة f‏ في النقطة 3 


3-4 على البمين - الاتصال على‎ Е 
афа ليو و وی‎ 0 


لتكن ДАР‏ عددیة معرفة على Je‏ على شكل а, ај‏ — ه»[بيث(0< (а‏ 


کہ و ےہ ال موس و G‏ عنصر من Ї‏ > تكون f‏ متصلة نی уа‏ فقط إذا كانت متصلة على المين ومتصاةعلى السار فی ك أي: 
کو ہے NET‏ 


x—at х-эа 


73) و‎ F) و‎ fA) ~~ )1 


2( آدرس إتصال الدالة f‏ في النقطة 1 


fd) ~i 0‏ و ,Л0)‏ )73 
2( آدرس إتصال الدالة f‏ على الین و على الیسار في النقطة 2ء 


3/10 


الآكاديمية الجهوية 3551 والتکوین s‏ سس سم الستوی: الثانية باکالورب 
ی التأهيلية فين ۰ نشاونی ПТЕР Га Continuité d'une fonction numérique‏ راسیة: 2020/2021 


< فی Kall‏ أسفله =¿ А‏ عددیة گر معرفة على ا جال a,b‏ 

1- آدرس اتصال الدالة f‏ على المین وعلی السار في 2 

2- هل الدالة متصلة على في کل a ika‏ من ال جال 1:4 ؟ 
гт:‏ 

3- هل الدالة f‏ متصلة على «У‏ 2:4 و 1:2 و 513 
لدينا f‏ متصلة على ا جال 1:3 Май,‏ على ом)‏ في 3 وعلی البسار في 4 
نقول في هذه ا الة أن f‏ متصلة على ا جال 13 


Ё ИН 
Је على‎ Ja 3 


قول إن kas f‏ على сэн Је‏ 7 إذاكانت متصلة في كل نقطة من . 7 
ا E a аз Фа‏ 


لکن گر دالة عددية معرفة مایل: 1-3 ر3 f x‏ هل f‏ متصلة على ا جال 105 


7 


لتکن f‏ دالة عددية معرفة بایلی: 
бх-4 "‏ 


Їйл 28 متصلة على‎ f هل‎ f x =l 


1 
× -3х-1--;х 
x 4 


بین أن f‏ متصلة على ا جال 0:1 


ادرس اتصال الدالة f‏ المعرفة على 7 في كل حالة من حا 
Р(х) =5х-7 (1‏ : -1 
1-|-со:1| : У(х)-14-2Х5-3 (2‏ 
3х-41‏ 
= ;2| = 1 
с‏ كار ]+ ;| 
J@)=x -6x+11+sin(x) (4‏ : 


I= | А f G) = хсоѕ(х) (5 


I = |2; +] х (6 
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الاکادعبة К га) io W iath‏ " المستوى: 321 5,465 
4.55 لجهوية للتربية والتکوین درس : اتصال ТЕ‏ عددية لمستوى 45 ب ورب 


الثانوية التأهيلية عبد الله الشفشاونی La Continuité d'une fonction numerique‏ السنة الدراسية: 2020/2021 


4 العملیات على الدوال المتصلة 


إذا كانت كر و ع دالتين متصلتين على Je‏ فان بم + Ах, хе, f‏ دوال متصلة على I.‏ 


© إذاكانت f‏ و ع دالتين متصلتين Je je‏ 7 و 0 + (Ухе D); g(x)‏ متصاة عل . 1 
8 


#إذا كانت گر متصلة على Je‏ فان الدالة || متصلة على I‏ 


الشکل أسفله هثل منحنى دالة عددية f‏ معرفة على ا جال 25- 


ДЫ‏ الجدول التالي الى دفتر ثم املأ اعتادا على الشكل أعلاه 


صورة قطعة بدالة متصاة هي قطعة 
صورة Је‏ بدالة متصلة هي J‏ 


صورة ا جال FANT‏ 
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الأكاديية الجهوية للتريية والتکوین اتصال 313 здо‏ المستوى: الثانية ہاکالوریا 
гү?‏ التأهيلية "و ۰ Га Continuité d'une fonction numérique Зуд‏ السا راسیة: 2020/2021 


تطبيق 01 : 
الدالة f‏ المعرفة با يلي : 2-1 - Р(х) = х"‏ 
1 اعط جدول J Хос‏ 
2( حدد صور ال جالات الدالية بالدالة گر : 
تطبیق 02 : ساسلة 01 رین 08 


fI دالة متصلة على ل و لت‎ g کر دالة مصادعل 7 ماک‎ S 
I متصلة على‎ gof الدالة‎ 


تكن f‏ دالة معرفة ماي : 32-1 ل ”× х =с05‏ 
ف 
ين أن f‏ متصلة على I= -оо0‏ 


لکل عدد k‏ محصور بین f‏ و f b‏ يوجد على الاقل عنصر С‏ محصور بین 4 و b‏ بحيث f c =k‏ 


إذا كانت كر متصلة على a;b Je‏ 
و 0> Тах/ b‏ 
فان حسب مبرهنة القم الوسيطية f x =0 Ум‏ تقبل على الأقل حلا على ا جال a;b‏ 


بين أن العادلة 0 - 4- ×5 + ”× تقبل على الأقل حلا على ا جال 0:1 

بين أن المعادلة 2 = بر + ڑ2 - х‏ تقبل على الأقل حلا على المجال 01 

R за أصولها‎ ОХ يقطع محور الأفاصيل‎ f منحنى الدالة‎ С; گر بین أن‎ x = × + 2× -1 ÀK دالة عددية معرفة‎ f я 
-1> ثم بين أن : 0 > يه‎ К تقبل حلا وحيدا © في‎ X + 1-1-0 М ن‎ 


إذكانت المعادلة 0= f x‏ تقبل على الأقل حلا على а» JA‏ = فان المعادلة 0= із f x‏ 
الدالة f‏ رتيبة قطعا على a;b Jel‏ حلا وحيدا على المجال a;b‏ 
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6 اله ية للت А: са - 8 ٠.هكتلاو io‏ اكالم ا 
4553 لجهوية للتربية والتکوین 228 : اتصال ТЕ‏ عددية لستوی ليه ب ور 
مسلك : علوم فيزيائية 


2020/2021 السا راسية:‎ La Continuité d'une fonction numérique فشاونی‎ ۳ ТУ اه التأهيلية‎ 


تستعمل هانه الطريقة لایجاد تأطير للعدد ‏ بالدقة المطلوبة 
لكي نؤطر الحل о‏ بالدقة / نتبع الخطوات التالية: 


لدینا aE ab‏ نحسب سعة ا حال a;b‏ 


р-а أي‎ 
b—a<l إذاكان‎ 


Ы9‏ تقول آنه وجدنا АЯА‏ ااطلوب الحل 


|, - 0 >l إذاكان‎ 


a+b 
цайг, تقوم بحساب مركز ا جال‎ 


f a xf c <0 إذكان‎ f a xf c >0 إذكان‎ 


فان ае ас‏ فان 6:0 ع 6 


4 


231 انحسب سعة ال ас‏ إذن انحسب سعة المجال طز 


أي с-а‏ أي ع - م 
علا أن المعادلة 0 -1 ل ”× + × تقبل حلا وحيدا а‏ بحيث 0 > به > 1- 
حدد تأطيرا للعدد а‏ سعته 0,25 


لتكن f‏ دالة عددية متصللة ورتبة قطعا على I Je‏ ہو J=f I‏ 


إذكانت А f‏ عددية АЛ‏ ورتبة قطعا على Je‏ 1 و I‏ كرح ل 
فان f‏ تقبل دالة عكسية ' f‏ معرفة على зал JA‏ 4-1 
21 
x‏ = = 2 
f А J y‏ 
x€ J уЄ1‏ 


f of x =x‏ ; عا 


1 dada 
۷۸۴/۰: ff x =x 


في معلم متعامد منظم ,0,1 


. 21 . 5 
لیکن C.‏ منحنی f АА‏ و C,‏ منحنی الدالة گر 


ادینا انطلاقا من الشكل التالي : 
8 الدالة ' f‏ متتصلة على ا جال J‏ 
8 الدالة ۲ گر رتبة قطعا على ا جال J‏ ولها نفس رتابة الدالة گر على ا جال 
,© و С)‏ مقاثلان بالنسبة للمنصف الأول في معام متعامد منظم 0,1,7 
النصف الأول هو المستتم الذي معادلته ×= ل 


ы Ë 


7/10 


/ بالدقة‎ а 


44265 الجهوية للتربية والتكوين ЕТТІ”‏ اللستوی: الثانية باکالوریا 
йы боо‏ : مسلك : علوم فیزیائیة 
الثانوية التأهيلية عبد الله الشفشاونی La Continuité d'une fonction numerique‏ السنة الدراسية: 2020/2021 


Astuces : طرق‎ 
لدينا:‎ f СИЕ f لقن آن‎ 1 


إذاکانت و الدالة f‏ متصلة على ا جال I‏ فإن گر تقبل دالة عكسية ` f‏ معرفة على 
АМ,‏ گر رتيبة قطعا على ا جال Жел ээ? = I‏ 


=l] 
22 = =× 
f 73 9. مر‎ ШЫЛЫ Е Б 
۲ J уе! 


X بدلالة‎ y لنحدد‎ « 2] ,хЄУ 42 f y =× انطلاقا من المعادلة‎ 


نعتبر الدالة العددية گر العرفة على 18 با يلى :4+1 = Р(х)‏ 
ا بين أن f‏ تقبل دالة عكسية ' گر معرفة على J Је‏ يجب تحديده. 
ب- حدد Laxe] x‏ 
4+1 
X=‏ 


3 
хх‏ الدالة العددية 0 iall‏ على | +: | با يلى : 

3 - ў 2 
مق‎ Шарфы ОНЫ Ü 
J كل × من‎ g (х) ب۔ حدد‎ 


(х) 2 4+1 : العرفة على *1 با يلي‎ f الدالة العددية‎ х» 
Мах ادرس تغبرات  وأنشئ منحناها فی معام متعامد‎ 1 
. لیکن قصور الدالة گر على ا جال |]ہ+,1]>‎ 2 
يجب تحدیدہ.‎ J J أ/- بین أن الدالة م تقل دالة عكسية معرفة على‎ 
.C لکل × من ل وارسم‎ g (x) ب/- حدد‎ 
)2( نعتبر الدالة العددیة گر العرفة با يلی:  1+ تلد‎ 
منحناها في معام متعامد فنظم.‎ “Ай, f ثم ادرس تغيرات‎ р, حدد‎ -(1 
1-10,40| Ja على‎ f لیکن ع قصور الدالة‎ 2 


أ/- بين أن الدالة g‏ تقبل دالة عكسية معرفة عل مجال J‏ يجب تحدیدہ. 
1- 
ب/ حدد g (х)‏ لكل × من J‏ وارسم «Су‏ 
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е 2265‏ لتربية والتکوین ہے اتصال 72 . المستوى: الثانية باکالوریا 
Фу?‏ التأهيلية Las La Continuité d'une fonction numérique 22 11 Pe‏ راسية: 2020/2021 


الدالة العددية f‏ المعرفة على neN 22 f )×(= ×" pk 7 = ]0, но‏ 
بين أن بين أن گر تقبل دالة عكسية ` f‏ معرفة على J Je‏ يجب تحديده. 
بے ہے 
لیکن ne N‏ الدالة العكسية لإدالة الة المعرفة على њо‏ ,0[ = 1 بمايل: X‏ جا × تسمی دالة ا جذر من الرتبة N‏ ءونرمز لھا بالرمز ; хез х‏ 
ل الجذر من الرتبة 7 للعدد × .لدينا: 


لا الدالة хэ х‏ متصلة وتزايدية قطعا على ]00+ ,0] = 7 lim Yx = +00 bJ,‏ 


х->--ос 


Yx = “г. Ші 7‏ 4 1و0 


لیکن x,y e Rt “алан‏ إدینا: 
Ҹа" = х 8‏ 
Үх-уөх-у” Ë‏ 
x = үу ех=у 8‏ و x>y‏ جه x >y‏ 
دیا: 2- 38-423 و Bish s‏ 
خاصبات : 
لیکن N‏ 1,7 و x. ye R‏ لدینا: 


ју 4‏ مل 


x -4 = ×-2 


لیکن лах‏ 7 
إذاكانت گر Хан‏ وموجبة على 7 ‹ فان الدالة ГЕРА‏ 1 


limf x ۶ا بلاج 7ح‎ x - ۷۲ £ 
limf х = +оо ستاجه‎ x مدع‎ 8 


2) lim (2-42 +1) 3) їш TOE 4) lim ۱22+ 42-32 
Х--Э-НОО 2% 


=| 0ج[ 


6)lim Jx? +1-x 7) lim Vx + بر‎ +1 -yx -1 سنا(8‎ 1|сов(5)-4сов(5) 


х0 sin “(х ` аш (Х) 00 
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2 3 الجهوية 3531 والتكوي:‎ 3569) 
La Continuité d'une fonction numérique ТЕ 11 التأهيلية عبد ا‎ 4 т 


نسمي القوة АН‏ للعدد X‏ الأساس ۶ العدد الذي نرمز له بالرمز X‏ 


وا لمعرف بایلی : 7ے وک او те” әлек‏ 


6x6 N6 36 


1)- بسط الأعداد التالية : 40625 = 


قارن العددین : у2.‏ و 403 
3- رتب تزايديا الاعداد 444 التالية : 43 , 47 КЕЛТЕ‏ 197101 


4х‏ رل4 ([د) 
Ї(х)-2х-чх 41‏ 
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الستوی: الثانية باکالوریا 
السنة الدراسیة: 2020/2021 


احتوی ملاحظات 
I‏ العدد المشتق - Nombre дёгиё- Fonchon 4462 ЖАУЫМ‏ 
كر تعر دف: 
تكن f‏ دال عددية معرفة على جال مفتوح 1 و а‏ عنصر من . 


نقول ان А AN‏ 75 للا شتفاق a Е‏ اذا و حد عدد حقبۂ (a) = | ший l‏ 0-1 1 


х-а 


العدد ] سمى العدد المشتق АМ)‏ فى © f (a) АЛА»),‏ ويي هذه ا الۃ منحنی الدالة f‏ یقبل ماسا 
معادلته:( )0۵‏ + .y=f'(a)(x — a)‏ 


Пт... + m 
: 2-0 


تقول بان ГЭМ‏ قابله للاشتقاق عل Oe‏ © اذا وجد عدد حقیقی 1 محیث 1 = 
رمن للعدد ] بالرمن fala)‏ وفی هذه الحالة منحنی الدالة گر يقبل نصف ماس معادلته: 
Ка) С OTD‏ ور ل .ےت 
мэр‏ !. ( تعرف بالمثل قابلية الاشتقاق على اليسار). 
О‏ ملاحظد: 
© إذا کان م = کا fop іт,‏ غير قابلة للإشتقاق في © و (Су)‏ بقبل بماسا عموديا عند النقطة 
الق أفصوطا 0. 


7-0 


© بن کان = ا пт,‏ فان (Су)‏ بقبل ماسا أفقيا عند النقطة الى أفصوطا». 
مثال: 


اندرس قابلية اشتقاق الدالة کر الع % (х) = x2 хо‏ فى النقطة 2. 

انعط قيمة مقربة للعدد .Ғ(1,999)‏ 

نعتبر ОО‏ العددیتین المعرفتين Р(х) = x°: у‏ و .g(x) = ух‏ 
/) آدرس قابلیة اشتقاق f‏ فی 1- = x‏ ٹم آول هندسیا النتيجة احصل Ме‏ 
2( آدرس قابلیة اشتقاق ‏ عل ос‏ 0 = مد ë‏ أول هندسیا النتيجة احصل Ме‏ 


A 


10у 
Мх2+1-1 0 + 
го) - | العددية کر المعرفة على 15 عاي : ا‎ AA х» 
0 2 


/( آدرس اتصال الدالة f‏ نی 0 = .x‏ 
2( آدرس قابیة اشتقاق ‏ فى 0 = .x‏ 


لتكن Alo f‏ عددبة معرفة على جال مفتوح Í‏ و © عنصر من Л‏ 
f AN‏ قاب للاشتماق 3 а‏ اذا وفتط إذا كنت قاب للاشتقاق عل مین و عل الیسار 3 0 و 


fa (a) = f, (а) 


ө 
- 


© اذا کان (а) = 7, (а)‏ فان (С)‏ بقبل نصفی ماس عند النقطة А(а, Р(а))‏ وسمى فى هذه الحا 


1 ذ. لطرش عبد الكبير 


(Cr) 


f(x) = x2—1 х > 1 ҒАН 10, +оо[ المعرفة على‎ f العددیة‎ АЖАЛ نعتير‎ 


4 


كك تطبيق : 
uw‏ 


ээ» .7‏ (۴)1 22 أن f‏ متصلة فى 1. 
2 آدرس اشتقاق f‏ في 1. 


0 ملاحظة: 


f 2151‏ قاب الإشتقاق е аз‏ متصلة ي والعكس غير TA‏ 
«ЎА О‏ 
االله || = Р(х)‏ متصلة فى 0 وغير قابلة للاشتقاق في 0. 
1 العملیات М де‏ وال AA‏ الإشتفاق - رتابة داك 
حم خاصية: 
© الدوال الحدودية و x cos(x) AA‏ و sin(x)‏ جل x‏ دوال قاب للاشتقاق على R‏ 
© الدوال الجذرية قاب للإشتقاق على كل جال صن جال تعريفها. 
© إذا كنت u АМ‏ قابلة للإشتقاق على Је‏ 7 وموجبة قطعا عليه فان الدالة Үн‏ قابلة للإشتقاق على 4 
O‏ مشتقات بعض الدوال الإعتيادية 


O R 0 | xk (kem) 
R 
+ 


X جا‎ X Э — 


х2 


Шан 
R 7 چچو ہے‎ — 

ин. гн 

ہے 


П 
наа) | ےد لوثم امه‎ 


صر خاصیة: 


(۶+ '(و‎ < + g 
aY = Af 
(fxg)=f'xg+f>x Jg' 
( = nf' х ашиг. 
کے‎ 
Зе ٥ا‎ 

5 (2) بحيث 0 و على 1. 


© و © و۵ 9 О‏ 


2 ذ. لطرش عبد الکبیر 


l‏ حدد ее‏ المشتقة fA‏ فى اخالات التالية: 
R , fo) = 2: олы‏ = 1. 
ادا © : 00 + юэ = x sin (x)‏ و .== d‏ 
R f) = (х2 +1)°: ӨМ‏ 
2 ضع гала‏ رام 1 6۵ > 1- (xe R)‏ . 
7 شتفة مركب دالتين: ۲00۵00 Dérwée de (а composée de deux‏ 
ey‏ شاط : 
شکن ]و و دالتین معرفتين عل R‏ با بلی f(x) = cos(x)‏ و g(x) = x? — 2x‏ 
أحسب х, 000, РО)‏ من 18. 
أحسب Ву x ОРОО хд (Од)‏ 
نضع x Kha) = (90) х)‏ من R‏ 
h(z) ээ»‏ 2 آحسب ҚА)‏ ۷ لکل сох‏ 


ب. ماذا < 


о N یبد‎ 


ل ی 


МД уа الاشتقاق فى‎ As go f فان اداه‎ /(а) معرفة فى © و و معرفة ق‎ f ذا كانت‎ © 
(gof) (а) = f'(a) х g (Ға) 


© إذا كانت f‏ معرفة على مجال 1 و و معرفة على J Әде‏ بمحیث go f ANOS /(1) CJ‏ قابلة شتقاق عل ال جال 
1 و (до) (х) = Р(х) x g (РО) ii‏ 


=R. ехе» cos(Vx) NN مخال: لتحدد مشتقة‎ © 


كك تطبیق : 


احسب مشتقة 


Dérwvée de ۵ ۷۳3 réuproque المكسية‎ AA مشتقة‎ ЈУ 
д. بر‎ 


Ч وليكن © عنصرا من‎ J تقابلا من جال 1 نحو جال‎ f ¿SS 
ولدینا:‎ Га) قابلة للاشتقاق في‎  " АС اذا ۹ ۹پ‎ 


(f '(f(a)) = 


22 
كك تطبیق : 
х‏ الدالة Рх) =× +× сүхээ‏ 
4 ین آن کر تقایل 7 К, R‏ 
2 احسب fA)‏ نم استتج )2( .(f‏ 
لتكن f‏ تقابلا من جال 1 نحو جال J‏ بحیث مشتقتها لا تتعدم على J‏ 
نعل آن: (хє) (Ро) а) = x‏ 
إذن : 1 = سار „(Ух 6[( (fof ^)’ (х) = (Р) б) x‏ 
(ух EJ) FDO = =),‏ 
کم خاصید: 


لتكن f‏ تقابلا من جال 1 نحو جال ل 


اذا كنت گر قابلة لاشتقاق على 1 بحيث دالتها المشتقة لا تتعدم على 1 فإن  f‏ قابلة للاشتقاق على 1 ولدینا: 
1 
(vx € D FDO) = т‏ 
ээ FEW)‏ 
фсО‏ 
© يكن*2 > . الدالة хэ-» Vx‏ 4.8 للاشتماق على ]60+ ,10 ولدینا: 
کرت 5 го Pn‏ 
(Ух) 5 (х 7: n Vx t‏ 
© إذا كنت f‏ قابلۃ للاشتقاق عل 1 وموجبة قطعا عليه فإن الدالة () ۴ хэ‏ قبالة للاشتقاق على ] 
й “a 1 1 і 2-1 Ш 1 Л‏ 
(УТО?) = (F) «170097» р‏ 
که تطبيق : 


احسب مشتقات الدوال АУА‏ 


f(x) = Мх? © f(x) = Ух © 
f(x) = ү1+ cos2 (x) © х) = ` x + 22 © 


Les branches infinies АУ) افروع‎ ۷ 


ЭЭ خطاطة ملخصة لدراسة الفروع‎ 
l Зэ الفروع اللانهائية منحنی‎ 
۱ Пт f(x) = оо 
(Су) ا ا ا‎ ٣٠٥ lim f(x) = ١ 


ЛЭН ЛЭ‏ نف اتجاه حور الاراتیب: 


£ 7 ? : Бх) 7 = СО 
فرعا شلجميا فى اتجاه حور الأفاصيل.‎ ра (C) lim = A 
| е ас 
9 فرعا شلجمیا‎ Jea (Ср) lim (f(x) — ax) = о 
اه ای ل ار‎ diii 


(A): y = ax + الستقیم ط‎ lim (f(x) - ax) = b 


lim [f (x) - (ax + b)] = 0 


که تطبيق : 
1 - زر + 2 زر 
АМГРЭМ х‏ % ما یا( 
نعتبر AA‏ / المعرفة بما يلي 25 J x)‏ 


1. حدد (م2) جموعة تعریف الدالة f‏ . 


تیں نہایات f‏ عند محدات م(1. 


№ 


С 


D, y × لکل‎ f (x )=ax +b +  :ثیحب‎ © حدد ۰ 7 و‎ 3 


X + 


4. استنتج أن للستقم ذو العادلۃ 1- ×= (D): y‏ مقارب مائل (C,) J‏ بجوار 0+ و — 
09-217 الوضع النسي بين (С,)‏ و المستقيم (0). 


Concavté d’une сошгре ۲ص مح۔‎ d'unflexuon: 2 Wasi х -Al تقعر منحنی‎ ٣7 


4 ذ. لطرش عبد الكبير 


. 1 قابلة للإشتقاق تین على مجال‎ f 

.(vx € D fF" > 0  بدع)6(‎ 

. 0۷ ع‎ D f ”"G) > 0 مقعر ج‎ (Gy) 

إذا كانت f О)‏ تتعدم وتغیر إشارتہا عندى× op‏ النقطة А(хо, f (xo))‏ نقطة انعطاف ل(62) . 
إذا كانت (×)' f‏ تتعدم ولا تغیر إشارتہا op хол‏ النقطة А(хо, f (xo))‏ نقطة انعطاف ل(62) . 


كك تطبيق: 
ہے 
نعتبر АМ‏ العرفة f a) bu‏ 
>= ۵+ 1 
1( ضع حدول تخرات ادا Л‏ 
2( آدرس تقر Л ММ рса‏ 
УП‏ عناصر V‏ منحن : 
1( عور تمائل مس ال عككية Axe де зутбїга d une Fonchon numérique:‏ 
ЖАН‏ 
ék‏ 
f Ó‏ دا عددية و (Dr)‏ جموعة تعریفها و G‏ عددا حفیفیا: 


کون (D) “аны‏ الذي معادلته ۵ = × مور تماثل لمنحنی (С)‏ إذا وفقط إذا كان لکل х‏ من Dr‏ : 
x єр,‏ — 20 و f )20 — x) = f(x)‏ 


Р(х) = үх? - 2× + 3 للعرفة ب:‎ AA f نعتبر‎ 
(СУ غور قائل للمنحنی‎ (A): x=1 ثم بین أن‎ f: АШ ججموعة تعريف‎ эл» 
Centre de зутёте. d’une Fonchon : 3512, مرڪز تمائل مس االة‎ (2 


حم خاصية 


5 7 داد" عددية و(م6) منحناها فى معلم متعامد منظم OT)‏ و0 و р‏ عد دن حفيفيين. 
تكون Q(a,b) АЛ‏ مرک ائل للمنحنى (Су)‏ إذا وفقط إذا كان لکل x‏ من —x € Dp : р;‏ 20 
f(2a — x) + f(x) = 0‏ 


Я х2-х-і 
ثم استنتج أنه يكفى‎ Ее العرفة‎ FAA لنحن‎ S مرک‎ 0(-2,-3) Әс» 


دراسة الدالة گر عل ا مال |-2,4о0|‏ فتط. 


كھ رین : 
xX‏ 


۲ =l 
a J خو جال‎ | 1, ноор تقبل دالة عكسية من‎ f (x) =—— —— 
k ла! | من‎ а70) +2 


1) بين أن الدالة المعرفة ب: 


تحديده. 


.)0,7,7( في معلل متعامد منظم‎ (D)o )©,( (Су) шїї 


OOOO OO‏ ذه لطرش عي الكبير 


المستوى: الثانیة ہاکالوریا 


И эн аз . 5 ۱ ~“ “ as ۱ - 8 |‏ 
مسلك علوم شعبة العلوم التجريدية 


لثانوية التأهيلية عبد الله الشفشاوني 


الرياضيات السنة الدراسية: 2020/2021 


درس: 8 4169 متتالية عددية ا مدة الزمنیة:10 ساعات 
À‏ استعال ا تتالیات الهندسية و ا تتالیات ا حسابیة في دراسة أمثلة من متتاليات من الشکل: Qu, + b‏ = را و 
аи, +b‏ 


n+l 


ومتتاليات تر < Алаг‏ سطة؛ 
2 : : : 
11 


4 إستعال نہایات ا تتالیات المرجعية ومصادیق التقارب لتحدید نهایات متتالیات عددية؛ 
4 استعال التتالیات في حل مسائل متنوعة من مجالات مختلفة؛ 
4 تحديد اية متتالية (u)‏ متقاربة من الشکل (,4) كر = и‏ حیث f‏ دالة متصلة على Je‏ 7 و تحقق 1ح (1) ۶ . 


531 ا متوقعة 


عموميات حول ال تتالیات العددية ؛ ثلاث ساعات 
نہایة متتالية عددية ؛ ساعة 
سس 08ھ 
8 عموميات حول ا متتالیات العددیة ؛ 
Ф‏ العملیات على النرابات ؛ 
8 الاتصال و الإشتقاق. 
٭ كل دراسة نظرية لفهوم نباية متتالية تعتبر خارج البرنامج؛ 
8 اعتبارا لكون ا متتالية العددية دالة عددية معرفة على موعة الأعداد الصحيحة الطبیعیةء وانطلاقا من نابات بعض الدوال الرجعیة «А‏ في 


| хаах, Ш 5 2 ОР 1 9 ۰۳ کر‎ 2 ОР نہابات التتالیات‎ РЕЛ 
п>0 5 


1 1 1 1 ۱ : 3 
mhe 5 7 п)?‏ رت حيث р‏ عدد صحيح طبيعي اكبر من > عندما FO И Jig‏ ء 


۵ ذاکنت Glas (У,),‏ عددية تحقق: V, < Gu,‏ من اجل n2 p‏ حیث (и,),‏ متالیة بايا 400 و 0 عدد حقيقي 


موجب قطعا فإن 00+ = Ж Hmv,‏ 


H— c 
متالیة نبياتبا 0 و 0 عدد حقبقی‎ (и) ten p نآجل‎ U, -1| > au, متالیة عددية تحقق:‎ (Ү,), إذاكانت‎ A 


موجب قطعا فإن = lHmv,‏ < 


11-0 


НУ اللامنتبية مقبولة وينبغي تعويد التلاميذ على الاستعإل الصحيح‎ сэ! العمليات على النبابات ا متنبية و‎ хэл А 

8 ينبغي العمل على توظيف ЗУ‏ ا معلوماتية فی هذا shaill‏ 

% یتم قبول مصاديق التقارب بعد تقدهها اعتادا على انسجام العمليات على النبابات مع الترتيب )3( وضعيات ملموسة ومتدرجة وذلك 
انطلاقا من حالات 42 

lim U, =l „b lim V, = Um ۷, =l و‎ W <U <V, إذاكان‎ À 


H— +o H— +0 п» +o 


۵ تم معا جة مسائل تؤول إلى دراسة متتالیات ترجعية من الشکل: 


qu +b o‏ ریا 
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аи, +b 


ИН 


си +d 
؛‎ f )[( ونحقق آح‎ I متصلة على جال‎ ilb  ثیح‎ u = fu.) O 
في حلات خاصة»‎ (v, = f (u,)) تتم معا جة مسائل تودي لدراسة متتاليات من النوع:‎ 8 
АЛА خاصيات‎ 12 Ф 
متقاربة و‎ ) f )1( آح‎ з, I دلة متصلة على جال‎ f с) иа = f )1,( إذ اکانت ا متتالية من نوع‎ 0 


ایا bl‏ 1 حل للمعادلة × =(×) f‏ > 
© إذاكانت المتتالية (и,)‏ متقارية keki‏ اف ن المتتالية (v, = f (u,))‏ متقارية e f )1( te‏ 
(а) аә ۵‏ ( حيث (n°) Шаа (ас‏ (حیث (ае О"‏ على ان تعتبر فیا даран‏ 
اعتباد يتدن» 
تقدم دراسة الدوال على دراسة ا لتتالیات . 
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1 أنشطة 3,533 


2 1 
жа -1‏ المتتالية العددية ( (и,‏ المعرفة با يلى : 2 0 و ااء ۷77: 3+ = 


Ир 
U اخ‎ Е 
1 2 
.) ۷7 21۷1| : =<и <- T 
u, -125 حدد العدد الصحیح الطبیعی 7 بحيث‎ | 
U, و‎ Ug ثم حدد‎ П بدلالة‎ u, PE 
S, =щ+и, +... ج- احسب اجموع التالي : لا‎ 
و 8= و آساسها و‎ v, =64 : متتالية هندسية معرفة بمايل‎ (v, ) لتکن‎ -3 
п 4У v, أكتب‎ е. 4 хе ثم‎ Vo сай) l 
К-п 
S$, = ولاح ,ار‎ ۳۷ TV, +......+۷, : Ш ب- احسب ا جموع‎ 
k=0 
؟‎ (и) هل 10 حد من حدود‎ ЕС 
Ир = -Z “Улеб يلي : 3ح ملا و‎ k المعرفة‎ (u, ( نعتبر المتتالية العددية‎ 
3 
.(Vne №) بين أن : م < وا‎ (1 
. ثم استنتح انها محدودة‎ (и,) ادرس رتابة المتتالية‎ (2 
2 
Упє\) : у = > (3 
١ 2и, = 3 за 
متتالية حسابیة محددا آساسها وحدها الأول.‎ (v. ( بين ان‎ C 
оп بدلالة‎ S, احسب‎ S, = v, + نضع ۵ +......+ رل‎ (4 
Ти, +3 - . А ۱ 
= —” : ۷7 ع‎ Ñ و‎ Uo -2 بلی:‎ k المعرفة‎ (и,) نعتير المتتالية العددية‎ 


1 
2u +6‏ 5" 
3 
1( بين ان سے .(Vn e N)‏ 
2( ادرس رتابة المتتالية (u,)‏ استنتح انها محدودة . 
2и, -3‏ 

Vne N) ; v =— > (3 

| u, +1 ١ 


к=п 
. n بدلالة‎ S, احسب‎ $, = 2 V, =V, +V, + ولا‎ + V, ын (4 
К-3 
3 4 3 ; 
(ӘлеК);и,-2<2|4-2| 4240 
(Ул ) И 2 tfu, 3 بن ان‎ ) (5 
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2( خلاصة 


nz 


1/2 متتالية مكبورة — متتالية مصغورة — متتالية محدودة: 


( ,4 محدودة إذا وجد عددان حقیقیان m‏ و M‏ 


п>р 


(n> 5ھ]:(م‎ ЕМ) хэ 


(и, (‏ هندسية اذا وجد علد q Зан‏ — : 


(агр): қасаба 


r) (u, (‏ غر مرتبط بالعدد (n‏ | العدد © يسمى أساس التتالية q) (и).‏ غر مرتبط (пз‏ 


п>р 


п>р п>р 


یر( (u,‏ متتالية حسابية اساسها ٣‏ فان: اذاکانت А (и)‏ هندسية أساسها © فان : 


п>р 


KEDE 


= n . 5 = 


5 =M, +и + بلا +... + وبرلا‎ 


2 
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: ماية متتالية‎ П 
: نشاط‎ 
(Vne N) ;U, =n° التتالية العددية المعرفة بمايلي:‎ (U, ( لتكن‎ 
 )0( 1 : مايلي‎ N المعرفة على‎ f هي الدالة العددية‎ (U, ) المتتالية‎ 
limn’ = +e قبل أن‎ bp lim Р(х) = من مم+‎ 
استتتج بنفس الطريقة یات الآتية:‎ 
peN (р>3) «> Шал” ;lim Vn : مهن‎ ;limn -1 


n—+co n—+co n—>+0 n—>+0 


peN حث (3<م)ر‎ hm. im im hm. -2 


Limite de suites de références التتالیات الرجعیة:‎ okle (1 


خاصية: 


لیکن p‏ عنصرا من ca Ñ‏ 3 < م ء إدينا: 


lim n? = +оо limn? = +оо lim ور لہ‎ = +оо 


n—> +0 n—>+0 n—> +o 


j|. O 
Ішіп + 372 +1 لتحسب‎ 


п--ко 
о ~ 4. 
۰ ہہ‎ 


حدد نہایة التتالية (U)‏ ا الات التالية: 


(О) 2)‏ متقارية إذا كانت نہایتہا منتبية. ی ي إذا وجد عدد حقيتي 2.41 Hm =l‏ . 


ñ— +0 


إن (О)‏ متباعدة إذاكانت غير متقاربة. أي |ذا کانت lim U, = +оо‏ أو مم = lim U,‏ أو لا تقبل Ale‏ 


n—>+0 n+ 


. lim U, - +0 sele (Vn e N) U = етіне (0,) дың 
lim У, =0 لان‎ Ау :(vVneN); ;У, = n +1 -Jn جیٹ‎ (V V.) التتالية‎ 


المتتالية (W.)‏ بحیث: )1-(= (Vne N);W‏ متباعدة aY‏ لیس لها نهاية. 
خاصیات العمليات على النهایات هي نفس الخاصيات على الدوال العددية . 


ААД» متتالية عددية و 1 عددا‎ (U ) [S 


lim (U, -1( -0 جه‎ lim U, - ١ 


n—>+0 


lim |U, -1| =0 ج>‎ lim U, - 1 


CD” 5‏ “ ° ” .. 
U == 01: zali (U 7‏ پر کے زات ا 9ب 61 ار ے سے + 0 
ВЕ‏ ( المعرفة ب + : U,‏ . بین ان | ша,‏ 9 ستلتح نہایة )4 ( 


Critères de convergence مصادیق التقارب:‎ .Ш 


تكن ),0( و ) (V,‏ متتاليتين عدديتين. 
>V‏ لا 
اذا ان != ши‏ فان "2 / 


lim V, =l' 


ЖКО 


1 
жә‏ ),0( و ) ,17 )المعرفتين ب: +22 ا و سس .1 
لدينا لكل n‏ من U >V ЫЗ‏ 


lim U, ع‎ 2 : ء٢‎ Шү =2 


H— +c 


т U, =1 а (U,) aet إن‎ 


n—> +0 


1 cos[n” + n —1) 
W وت‎ V =— c العرفة بايإ‎ (И), (И) U نفس الطريقة أوجد نہایات‎ 
n n(3=sin(n+2)) 3 Yn ۲۳۳ они لعرفة‎ ( ЯТ ( 6 بنفس لطريقة أوجد نهاب‎ )3 


خاصية: 
(V. ) Р (0,) Ёс‏ متتالیتین عددیتین» 3 عددا حقیقیا. 


| О, = >۷ 
lim U, =L xb اذا کا‎ 


Пп +00 


lim V, =0 °°” 


00+ ہر 


تطبیق 
° 
۰ هه 


قرين 43 صفحة 95 من کناب في رحاب الریاضیات 


n—> +o 11 


ү -сов(0 +3) 5л +1 zU. =sin(n)+3n : N من‎ n نضع لکل‎ 
[VneN) V <2—5n و‎ (vneN ) U, <-1+37 بن أن:‎ (1 
)۷,( و‎ (U,) е استنج‎ (2 

تطبیق : 


قرين 35 صفحة 93 من کتاب في رحاب الریاضیات 
خاصية: Jë‏ أن 
كل متتالية تزايدية ومکبورة فهي متتالية متقاربة. 


کل متتالية تناقصية ومصغورة فهي متتالية متقاربة. 


.4 م о‏ 
تطبيق: 
0% 


1 (VneN) بحيث:‎ (U,) المتتالية العددية‎ ды 


1) بين أن لکل ۸ من لا : U <l‏ 
2 ادرس رتابة المتتالية ( (U,‏ ثم استنتج أا متقاربة. 
ын‏ 
قرين 12 صفحة 91 من کتاب فی رحاب الرياضيات 
ЛУ‏ نہایات متتاليات خاصة: 
نشاط 
да‏ المتتالية العددية (U)‏ بحيث: (vn e N) U, =q"‏ 
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خاصية: نقبل أن 
لیکن 0 عددا ад»‏ 


ذاکان 1< ب فان 0+= lim q”‏ . 


n—>+0 


اذا کن 1> 4 >1- فان 0 > 4 lm‏ . 


n—>+0 


إذاكان 1- > ب فان المتتالية )47( لاہایة لها. 


ітд =l فان‎ 4-1 S 
«СЭ 
5>1 صا‎ )5(" =+ © 
-1 > -0,5 >1 لأن‎ lim (-0,5) -0 9 


7 11 
-1 > ->1 ش‎ im (7) - 0 ® 
8 


п-э-юо 8‏ 
© المتتالية )3-( ليست لها نهاية . 


© لیکن eQ‏ به 


© إذاكان 0 < ے فان معد = limn‏ . 


n—>+0 


© إذاكان 0 > ۵ فان 0 - limn%‏ . 


пэ +оо 


مثال: 
5 


5 5 
. - <0 لان‎ limn’? = +оо 4 
3 


n—>+0 
4 4 
——<0 لأن‎ limn 3 20 У 
3 п--ко 
في ا الات التالية إن وجدت:‎ (17,) А حدد نهاية‎ 
5 4 


U -4п-34п © U =n? -n° 0 
: ۷ = f (U) åd 3 


لتكن f‏ دالة عددية متصلة في 1 و ( (U,‏ متالیة متقاربة ونهايتها 1 . 


РО) متتالية متقاربة‎ ۷, = f (U,) == )۷,( цай 


(vneN Цэ المعرفة ب:‎ (У,) المتتالية‎ ае لتحدد‎ 


تطبيق 
° 


1672-37 +1 “(1-12л 
V =, |— ə ə ,  >ə U =sln 01۲ 
۱ P 57 3 حدد نهاب يات ا لمعرفة ما يلي‎ 


: U, = f (U, المتتالية‎ (4 


H - 


u, EIR ۱ 
10 =f (u, );n e IN يه کیت‎ (и,), 254; f E لتكن كر دالة عددية و‎ 


إذاكان: مر متصلة على SNET‏ و 21 وو (и) Мый‏ متتالية متقاربة ونهايتها 1. 
فان: .У(4)-4‏ 


تطبیق 
° 


4 
نعتبر ا متتالیة العددیة ) (u,‏ المعرفة با یلی: 2 
u,a = u, ju, — 3, 2; Vn ек‏ 
рә,‏ الدالة العددية f‏ العرفة على (х) = 4х үх - 2 Ta Rt‏ 7 
G‏ بين أن الدالة f‏ تزایدیة على ا جال [0:1]< 7. 
2( استنتج آن: DCI‏ 7 


Uo = 


: 4 
3 بين أن 1 > ۶ 0 Vn‏ 
4( بين أن المتتالية ,( ,4) تزايدية 


5( | = آن ) (и,‏ متقاربة Ч‏ احسب ا 
تطبيق: ترين 46 صفحة 95 من کتاب في رحاب الريضيات 


الآكاديمية الجهوية للتربية والتکوین الستوی: الثنية 8,960 


: : فاس مكناس‎ is 
مسلك علوم شعبة العلوم التجريدية‎ 


مديرية فا 
а‏ السنة الدراسية: 2020/2021 


الثانوية التأهيلية عبد الله الشفشاوني 


الثانية باك علوم تجريدية .Л,469‏ 22 السنة الدراسية: 2020 - 2021 


الد الزمنیة: ثلاث ساعات 


© تحديد الدوال الأصلية للدوال الاعتيادية. 
ё‏ استعال صيغ الاشتقاق لتحديد الدوال الاصلية لدالة على АЛ‏ 


9 جدول الدوال 41251 للدوال ااعتیادی. 


4 دد الدوال الأصلية للدوال الاعتيادية انطلاقا من القراءة العكسية دول مشتقات هذه الدوال. 


4 الدوال اللوغارشیة؛ 
© التكامل؛ المعادلات التفاضلية. 


1]. تعریف و أمثلة 


activité نشاط‎ 
F (x)= 5. ~ +2х+7, Р(х) =5х - 3+ 2 بايلي:‎ R و كر دالتين معرفتین على‎ F 
. ۳۳)( - f(x) : 18 من‎ x وأن لکل‎ R قابلة للاشتقاق على‎ F تحقق أن‎ (1 
الحل:‎ 
R قابلة للاشتقاق على‎ F حدودية ومنه‎ ДӘР lj 
F'(x)= жин ۹ھ‎ 
4 2 
۲) x گے‎ 5 х “2 
2-007 7 
Е'(х)= 5х -3х-2 
Е'(х)= f(x) 
. 1 على‎ f دالة أصلية ل‎ F تقول في هذه الحالة أن الدالة‎ 
On dit que F est une fonction primitive عل‎ f sur كلا‎ 


2( لتكن G‏ الدالة العددية العرفة على R‏ بايلي: 2-4 + بو ر G(x)‏ 


بین أن G‏ أصلية ل م على К‏ . ماذاتسنٹنج؟ 
الحل: 
ЕДЕН‏ دالة حدودية ومنه G‏ قابلة للاشتقاق على К‏ 


ولدینا : | همد د 5| (а)‏ 


إذن G‏ دالة أصلية ل مر على R‏ 
تعریف : Définition‏ 


لتکن كر دالة عددية معرفة على مجال 1 . 
إذاكانت F‏ قابلة للاشتقاق على 1 , (Ухе!) Е(х)= f(x)‏ 


у. دالة أصلية للدالة گر على آ‎ F 


إذاكانت F‏ دالة أصلية للدالة f‏ على [. 
فان کل الدوال ا معرفة ب: ХЕЕ(х)-с‏ بحيث c‏ عدد حقیقی » هي أيضا دوال الأصلية للدالة گر على / 


خاصیة © 


2 كر‎ ET , х,ЄГ, Г) 9 ٤ 


أمثلة 
Fixe 52+ 4 Jul‏ دالة قابلة للاشتقاق على R‏ و لدینا 5 ۶۶:۴۱ إذن 7 أصلية للدالة 5 سرع م . 
© الدالة 7 توك ثدح دب و لیا -х‏ جرير : "ر إذن F‏ دالة أصلية على Бхыьх-хаш R‏ 


نلاحظ أن 0= (с)‏ الدالة الأصلية: ل 0 جم هي xec‏ حيث сє‏ 
وأن (ах-с) =a‏ إذن الدالة الأصلية: ل ) xma (аєШ‏ هي хь»эах-с‏ 


2 1 
Х 9 Х ç , S 
ое هي‎ xex اد ای‎ |2) = X یعنی أن‎ (х) = 2х وأن‎ 


3 3 Y 
Х “ Х 9 ! 4 
e هي‎ x> x° БЕРІЛЕ = يعنى أن‎ (х) = 3х وأن‎ 


وبصفة عامة الدالة الأصلية ل xP x' (пећ)‏ هي x" +c‏ 
الدالتين f‏ و F‏ العرفتبن على R‏ ما يلى: 4 + 27 - Р(х) = х‏ و 4+ Е(л) ==? са‏ 

1( > دالة أصلية ۲ للدالة f‏ على К‏ 

2( الدالة الأصلية G‏ للدالة f‏ على R‏ بحيث: 6)1(=4 . 

ا حل : ы‏ الغارین 

خاصية (3): قبل أن 

كل دالة متصلة على ја Í Je‏ دالة أصلية على 1 . 

بین أن الدالة X F> X х+1+соѕ(х)‏ تقبل دالة أصلية على 1-11,ао0|‏ 

الحل : أنظر جمة الهارين 


п--1 


JI‏ جدول الدوال الأصلية الاعتيادية: 
انطلاقا من القراءة العكسية دول مشتقات الدوال الاعتيادية نحصل على الجدول GYA‏ 
الدوال الاصلية 


H + 
1 r+] r : 
е ` +C х Хх 
í + 


1 


XS NX FC 


(п е М” |‏ لن سی 
се‏ 


X > COS X‏ ۶۲+ 8110 جاع 


انطلاقا من القراءة العكسية للعمليات عاى الدوال المشتقة نحصل على الجدول الاق 


a | 
2X 
(х -1) е 
(x (2+1) x2 +1 Зх? Jx + 6+1 
- x 2 


fo (x) = (2x +1). 2x +1 f, (x)=cos(3x+1)+ sin )5 2х) 


ا حل Ма:‏ جمة الهارين 
تطبيق 2 : 
2 
تكن گر الدالة العددية امعرفة على ]0م+ :0] مایلی: Шет‏ 
1- حدد р за судал!‏ بحيث : (Ух е |0;-о|); трет:‏ 
X +‏ 


5 
2- استنتح الدالة الأصلية F‏ للدالة f‏ التي تحقق: Е()->‏ 
ا حل : أنظر جمة التارین 


ТҮРЕІ: 


1- 51 f (x) = x' alors F(x) с 


Exemples : 
f (x) 229 f(x 
4 
F (x) = = Е (х) = 
4 
2- 81 f ( )|---т alors F(x)=—+c 
Exemples : 
ona f(x)=— 
-1 
кішік” 
Alors F (x) - аж 
1 
3 
Е(хї-2 
(x) = 3 
3-5 f (x) = ЭГ alors F (x) 
Exemples : 
1 
опа f(x)= кон 
1 
2چ‎ 
× си 
Alors F (x) = 2 x Jx 
F(x) = 24/х 
4- Divers : 
опа f(x)= Jx 
= 42 
2 
Alors Е(х)- I 
— + 
2 
3 
2 
F (x) _ 2х 


ا حتوی 
Al» 4‏ اللوغار یم النیبری: 
1( تعر یی وخاصات: 


AA ал! БОР <‏ الأصلية للدالة = + × عل ]00+ :10 وال تتعدم في 2120 
.Log‏ 


тоға О 


x > 0 
0 = 0 یع آن.‎ f(x) = In(x) 
Год 22 ` 


كك تطبیق : 


حدد جموعة تعریف الدوال التالیة : 


ہو 
ЕТЕР‏ 

اداه In‏ متصلة و قاب للإشتقاق عل جال ]۰0+ ;10 

Yy € RF: In > ln(y) € x > y:]0;+[ تزايدية قطعا على‎ In AN 

v(x, y) € RF او روہ‎ (Еу 


حل فى R‏ مايل : 

me ea L 
х) 2 5 
خاصة‎ AA 


іп АМУУ 
4 (х)»0өх»1 © 
"۳", 70 
: كك تطبیق‎ 
АЗА حدد 3,6 تعریف الدوال‎ 
g(x) = J (х = 2)In(x) f (x) = In(InGx)) 
کر ھک خاصية:‎ 
Е () من‎ 7 X, 10; +] من‎ Ж а لكل‎ 
. In(ab) = In(a) + In(b) @ 
. [n (2) = Іп(а) — Im (b) 


@ 
. [n 6 = —ln (a) © 
69 


cma) =r Ш(а) 


О‏ مثال: 

.1«)۷8( --іт(8) --ін(23) =-In(2) о 

n (2) + In (2) = (3) - т) + In(4) -1n(3) =0 o 
: كك تطبیق‎ 

11 سط العدد : 1716 - 75/2 + [n8‏ = 

= n (4/2 + V2) + In (V2 - 1/2 اختزل العدد:(‎ 2 
. (E): In(x“ — 1) + 21п(2) = In(4x — 1) JAY Зэ» R حل فى‎ .3 
А. صر‎ 


e نر له بارم‎ 10; +oo [ تقبل حلا وحيدا فى‎ Pm(x)= 1 AW 


О‏ ملاحظد: 
“Ул О‏ 
о‏ انحل .4In(x) = 3 AA‏ 
كك تطبيق : 
حل فى х? - 4х + 3 = 0: R‏ 
2 استتح حول In(x)2 — 4 л(х) + 3 = 0AA‏ 


2( نھایات أعتياءية: 
كر خاصية: 
[пх = +оо ©‏ 
9 0- 22 


۱ 15 


lim 


= 0 е © 


X—+oo کے‎ 
(іт, +م‎ [nx --оо © 
хзо+ 261712 = 0 © 


+ x" nx = 0(neIN*) © 


x>0 
lim 


Оа 


о ша = 0 برهان: لین أن‎ O 


- 
аза О 
(іт, مو‎ × — nx А لتحسب‎ 0 
Ай, со1- ші = 1:99 іт, адөХ-іпПХх = Ит, X(1 = 15) = +оо 


كك تطبیق : 


احسب САЛАМ‏ التالية : 


[пх 
X—+ co хэ+оо ع‎ X—+oo х2 
т(х?+ 1) "H Im(x“ + 1) 
„Шт Х X— + 00 Х 3 


2155 


: In IN) راسة‎ (3 


: In AA جدول تضرات‎ о 


о‏ الفروع اللانهائية 


х= 0 مقاربا عودبا معادلته‎ үл 12 AA ана إذن:‎ «Ит, 0+ 1п(х) = - А.Х 


х-0 


| . Пт, ае ln(x) = +оо 
+оо عور الا فاصیل 426 مقارب جوار‎ JA, C اذن:‎ ‹ | 177 ы 210) ы 
X— +оо 
° ЕС دراسة‎ 0 
Vx < 0 : (In(x))” = ((Inx)')' = 6 - > < 0 : إذينا‎ 


RN сО3 
Im №) منحن‎ о 


| (Ein) 


In 30101 مشعفة‎ (4 


۱5۷ كانت и‏ دال AN‏ للاشتقاق على جال[ وموجبة قطعا عليه »فإن الدالة In(u(x))‏ ص fix‏ 405 للاشتقاق 
U' (х)‏ 


ыы AA عل‎ 
А. کک‎ 


۰۷161 : f'(x) = 


إذا كنت ا دال قاب للاشتقاق على جال/ وموجبة قطعا عليه fix езіп(шдх)) жо‏ قاب 


07 (х) 


۰۷61 : ў' (х) = = у RL للإشتقاق على ا جال‎ 


ЗА بصفة‎ О 
Аз fix e mlu AA Pe دال قاب للاشتقاق على مجال/ وغير منعدمة عليه‎ и إذا كانت‎ 


07 (х) 


للإشتقاق على ا جال ا ТЭС‏ 


۰۷161 : f'(x) = 


іх э Ш(Їйх) САА لتحسب مشتقة‎ O 
.( Vx > 1) nx > 0 ,|1,+co| ج × قابلة للإشتقاق على‎ Шш(Х) لدینا‎ 
ج :۴ 5.8 للإشتقاق على ]۰۵+ ,1 [»ولدینا:‎ (пх) 05] 
: كك تطبيق‎ 


أحسب مشتقة الدالة f‏ فى الحالات التالية: 


f(x) = In(1 — Зх) — In(x° + 1) 


Ро) = In (x2 + 4) 


بتوظيف العدد الشتق» اجب المايات التالية: 


Х 
2 In (х а(х + 1 
n rO ша по 
2. 5 хэ1Х-1 х-0 X 
خاصية:‎ ¿vw 


تكن и‏ دال قابلة للإشتقاق على جال Z‏ ولا تتعدم عليه 
الدوال الأصلية ыы MA‏ + × عل 1 هي الدوال © + |(1 111 хә‏ حيث: с«К‏ 
۰ 1 
و لنعدد ын‏ ےہ ÀN‏ يري يرد 
ایا (а, ۱ _ 1, (4х--3)/‏ پر 1 _ = fG)‏ . 


х2--4 4 4) +5 


إذن الدوال الأصلية للدالة f‏ على +c :l = |->, +оо т‏ )3 + )ها - )4 + (хэ Sn?‏ 
كك تطبیق : 
ээж‏ الدوال الاصلية للدوال التالية : 


21:3 + 2 КЕ 1 1 


4 جم fix‏ على الال +оо‏ ,| =1 


g(x) = 


x* + 4х + З 4-21 3x42 
(а+1,а>0) © دالة اللوغاريم الأساس‎ оп 


لیکن © عددا حقیقیا موجبا قطعا حيث 1 £ а‏ 


ol ونکتب‎ 100, ٦ «а гуйн ады دال‎ АХ- 70) WN 


04,(2)--і4,0) © 
loga (5) = 008,00-100,(У) 9 


. ۷۲6۵ :109,(х7)-1109,(х) ® 
برهان:‎ Q 


Im(xy) _ Im(x)+Im(y) 
Ііт(а) | Im(a) 
_ Im(x) | Im(y) _ 
سور‎ log. (x) + log, (y) 


" للبرهان عل ال حاصیات الآخری استعمل الخاصيات [n AA АН‏ " 
كك تطبیق : 
احسب ما لی :)109:(27 — )>( log,(16) + log,‏ 


ға ple كراسة 0 اللوغاریتم‎ (2 


log. (xy) = 


БТР 


لیکن © من (11 ۱ 187 wA‏ 
© إذا 106 < ۵ فان loga‏ تزايدية قطعا على |00 +-,0[. 


© إذا 6ن1 > a‏ > 0فإن ,109 تناقصية قطعا على +оо[‏ ,10. 
© برهان: 


log, АМ)‏ قاب للاشتماق على ]+ ;10 و لديا 
1 1 ()] 


y = — x 
Іт(а) т(а) х 


(Vx > 0): (109,)'(х) = ( 


حل فى R‏ التراخات АЛЬ‏ 
H‏ دا اللوغار .2 уд‏ 6 
كر تعر یف : 
دا اللوغاريم 10,823 آسمی А‏ اللوغاريم العشري ونرمن ھا ب: 91000 102 
АО‏ 


109(10)-1 о 
109(0,001) =3 о 


كك تطبيق: 


104(1000)-104(0,0001)--102(--): YAN зэл! سط‎ 


10000 
5 


الأكاديية الجهوية 5531 والتکوین الستوی : الثانية بأكالوريا 
مة فاس مكناس - مديرية فاس | ӘӘ‏ الأعداد العقدية ( ا جزء الأول) مسلك علوم شعبة العلوم التجريبية 


٭ە7 عبد ДУ‏ الشفشاونی السنة الدراسية : 2020/2021 


ا مدة الزمنية: عشر ساعات 


4 القكن من الحساب على الأعداد العقدية؛ 
4 الإنتقال من الكتابة الجبرية إلى الكتابة المثلثية لعدد عقدي و العكس؛ 


4 تطبيق الاعداد العقدية في حل مسائل هندسية( الإستقامية التعامدء...)؛ 


© التعبير عقدیا عن الإزاحة و التحای. 


المدة المتوقعة 


© ,5 الأعداد العقدية 
© الجموعة C‏ الكتابة الجيرية؛ 
© العمليات فی E‏ 
© مرافق عدد عقدي؛ 
© معيار عدد عقدي؛ 
Дай! ©‏ الهندسي لعدد عقدي 
© تعاريف؛ 
© إستقامية ثلاث نقط من المستوى العقدي؛ 
۰ التأويل الهددسي لمعيار عدد عقدي. 
09 الشکل ا مثاثي لعدد عقدي 
ЗАР e‏ عدد عقدي غير منعدم؛ 
o‏ الشکل ا مثلٹی لعدد عقدي غير منعدم؛ 
© زاوية متجهتين وعمدة عدد عقدي. 


09 المغيل العقدي لتحویل اعتيادي 


9 ثلاث ساعات 


© الازاحة؛ 


$ 


© التحای. 

© ینبنی التحسس بضرورة إدخال الأعداد العقدية بشكل مختصر ومرکز؛ 

4 نظرا لا يكتسيه القثیل الھندسی من میة في ترسيخ مفهوم العدد العقدي فان تناوله ينطاق مباشرة مع بداية 
الفصل ويواكب تقديم جل المفاہم المقررة لبلورة التأویلات الھندسیة لکل من ا قابل و ا مرافق و ا معیار والعمدة 
وججموع عددين عقديين وجداء عدد عفدي Е‏ عدد حفيتى ؛ 
تم الربط بین معيار 2-2 و المسافة AB‏ جمة وعمدة 2-2 و الزاوية الموحمة [LAB]‏ من 
مة ثانية de‏ 2 و 27 ها على التوالي لحق النقطتین لد و 8 و 1 متجهة مومة للمحور الحقيقى؛ 
يحب التركيز على ترجمة المفاهيم الھندسیةء وخصوصا المسافة وقياس زاوية واستقامية النقط وتداور النقطء إلى 
مصطلحات الأعداد العقدية. 


Саһ 1‏ 
1- الأعداد العقدية: 
1 مبرهنة و ملاحظات : 
توجد جموعة С‏ تحقق مايلي: 
1- جموعة © تضهن R‏ 
2- تحتوي على عدد غير حقیقی ӨЛІ‏ بحقق1-> і‏ نسمي : العدد التخيلي 
3- جموعة C‏ تسمی جموعة الأعداد العقدية أو المركة 
4- كل عنصر z‏ يكتب على شكل 2-х-іу‏ حيث y ЭХ‏ عددان حقیقیان بسمی عددا сес 220 Ме‏ 
2 ملاحظات : 
ادینا: نت 1 لاس 7 ے 7[ 
ادینا :}1-= С = {х +iy /G@;y)e R; і?‏ 
2- الشكل الجبري эм)‏ عقدي: 
2 ریف 
کل عدد عقدي 2 کب يكيفية وحيدة على الشکل :2+ × ء حيث ×و y‏ عددان حقیقیان 
هذه الکتابة تسمی الشکل الجري (أو الكتابة الجبرية) للعدد العقدي Z‏ . 
العدد × يسمى الجزء الحفيقى ل Z‏ نرمز 44 Ке(2)‏ 
العدد ТЕТЕ‏ ل > نرمز له ب (151)2 
2 2 أمثلة 


ШЕННЕН جک‎ s= 


қ ملاحظات‎ 
صرف‎ (À عدد‎ па! (өзі م2‎ = ЙЗ эз) صرف وكذاك‎ М عدد‎ ед Z, = ТЇ العدد‎ 


العدد 8 = و2 يسمى عدد حفيقى 
العدد 0 = Z,‏ يسمى зэл!‏ العقدي النعدم 


بصفة 44: 

х-0 265‏ أي أن العدد العقدي 2 کب عل شكل iy‏ » فان > يسمى عددا تخیلیا صرفا › 
و نرمز بالرمز IR‏ جموعة الأعداد التخيلية الصرفة. уе)‏ / ر R=‏ 
Іп(2)-0<>г2еК .,.Ке(2)-0<>2 ٤ ҺА‏ 


1- تساوي عددين عقددین - جموع وجداء عددين عقدیین: 
1 /1 قوی العدد 7 - متطابقات هامة : 
X‏ © و من (a +ib) = a” -b +i2ab R‏ 
(a—ib) = a” -b - i2ab‏ 
(a +ib)(a —ib) -а +b’‏ 
قرین1 : قوی العدد i‏ 
1- اسب 2 ا ئ وم 


.6 
ЕЗ . 256. 2021 02201 ہے‎ 


ال : 


1010 1010 нь 128 | 
2021 2020 ° -2 ° ° ° .256 .2 
۱ == xi = (i ) хі-(-1) Х1-1 с l == (i ) = ( 1) -1 و‎ -2 


1 /2 خاصية نساوي عددين عقديين : 
ЭМ‏ 92 ٭2 عددین عقددین ا معرفین بایلی: Z= x+iy‏ و z= xX'+iy'‏ ر بحیث х,у, х,у ER‏ لدينا : 


252065 ہے‎ 
Im(z) = 1۳2 ( у= у! 
го |е خاصة:‎ А. 
у= 0 


ий‏ لیکن 2 و "2 العددین العقدیین العرفین على مایلی: 2 - 2<7 و 1+200 + 3> Z‏ حيث y эх‏ عددان حقیقیان 
41 حدد y эх‏ بحيث يكون 2-2 
2 حدد y әх‏ بحيث یکون 2-0 
1 خاصیات 
لیکن عو ' 2 عددین عقددین العرفین بمايل: Z= x+iy‏ و x, y, x,y ER 2д,-х-4у‏ لدینا : 
С ¿coal‏ مزودة بعمليتي المع و الضرب قددان نفس العمليتين في R‏ و لما نفس الخاصيات» ومنه: 
جموع عددين عقديين: z+z'=x+iy+x' +iy'=|(x+x')+i(y+y')‏ 
جداء عددين عقديين: yy')+i(xy + x'y)‏ - لاجد )| = zxz'=(x+iy)x(x +iy')= хх! + ixy' +iyx'— yy‏ 


ولدينا أيضا : -Py =x +y]‏ قرع “(خ) - ترے ( ا )»از ج+ع) 


رین 2: 

: اكتب على الشكل ا بری الأعداد العقدية التالية‎ 
2 1 3 Zi 
Zo = Z, + 43 » To = ZXZ; < z = (z -1( ç ITT CMTC 44771 
4 <4 <3 


. القثیل الهنسي لعدد عقدي‎ Ш 


1- تعاریف : 
الستوی (7)منسوب إلى معام متعامد وممنظم و مباشر 000( 
نربط کل عدد عقدي + ×= z‏ (حیث y ax‏ عددان حقیقبان) بالنقطة الوحيدة М (х,у)‏ 
قول إن : 
М 6‏ تسمی صورة | ЖҮЗІ‏ العقدي 2 ‹ ونکتب )2( М‏ 
ОМ “%‏ هي الصورة المتجهية А>‏ العدد | العقدي 7 ء ونکتب OM (z)‏ أي X + iy‏ = ووه 


# العدد العقدي ي۶ А)‏ 14 أو 5 ОМ А‏ کب (M)=z‏ له و aff OM)=z‏ 
# المستوى (2) منسوب إلى معام متعامد و منظم و مباشر ( (ou;‏ يسمى المستوى العقدي. 


مصطلحات 
الأعداد اب وب ی الافاصیل وا 
الأعداد لتخيلية الصرفة هي ألحاق نقط مور الاراتدب الذي يسمى ا حور التخيلي. 
2- لق متجهه 3-4 منتصف قطعة: 


- مثل في الستوی العقدي النقط التالية F(-1+i 2); E (2-i3);D (=i );C (2i);B (-З);А (1-і)‏ 
шээг -2‏ التجهات التالبة : AB ; АС; CD ; ОВ‏ , 
3- حدد ا حاق ال متجھات التالية : AC ۰ CD + OB‏ 3-: 2۸8 , 
4- حدد لق النقطة Í‏ منتصف [AB]‏ 
5- حدد at‏ النقطة [CD| — J‏ 
خاصیات : 
¿<j‏ 4 و 8 نقطتین من الستوی العقدي e‏ لحقاہما са‏ و z,‏ على التوالي 
8 لحق المتجهة ОА‏ هو العدد العقدي 9-74 
8 حق AB Хөл)‏ هو العدد العقدي ,2- وج لدینا Z4‏ - مج = بج = „aff (AB)‏ 


8 إذا كانت 1 منتصف القطعة | (АВ‏ فان : کے = aff (T)‏ 


لیکن 1 و V‏ متجهتین من الستوی العقدي АШ‏ على Z; ГЕ‏ و Z.‏ و © عدد حقيقي ء أدينا : 


aff(u+v)= z. - 31918 


u+v 


aff (au ) = کک‎ -- A < d 


ey <>2--2; 8 


ar .. 
a 
° . 
۰ 
ووو‎ ۰ 
۰۰ 


1 آنشوع الشکل 
2 249 آن الرباعی ABCD‏ متوازي أضلاع 
3- استقامية ثلاث قط من الستوی العقدي 


تكن а) Р(3--20:С0--30:В(0:А(2)‏ نقط من الستوی العقدي 


نشاط: 


Дә Да ШЫР ثلاث نقط من ا مستوی العقدي‎ Ce) BEAZ) ¿S 


ff (AB )= aff (a AC ( به كاف‎ eR بحيث‎ АВ-а АС مستقهية إذا و فقط إذاكان‎ C;B;A تكون النقط‎ 
Zx = GZ 419 


с ثلاث نقط من الستوی العقدي مختلفة مثنی مثنى‎ © )2(: )z ۾‎ (:4 )z,( ¿S 
تکون النقط 0:5:4 مستقهية إذا و فة‎ 


7 -Z * . “a . 
-85--3А-606.1 < УР авхай C pA بتعبیر اخر : النقط‎ 


До Ёд 


Дә C;B;A نقط من ال مستوی العقدي» آثبت باستعال الأعداد العقديةءأن النقط‎ С(-18-70:8(-6--30:4(6:-0) ¿SJ 
مرافق عدد عقدي - مقلوب عدد عقديء خارج عددین عقدیین:‎ ТУ 
° تعاریف‎ 41 
عددا‎ у عددا عقديا حیث ۲و‎ z = x +7 لیکن‎ 


+ مھ 
. . 
ل ...“ ل 


مرافق عدد عقدي : العدد العقدي |( -×]| يسمى مرافق العدد العقدي 2 » و уу‏ بالرمز 2 
لیکن 5% 2 عددين PA‏ یٹ 2920ء 5 


مقلوب عدد 6346( : а‏ 


مثال: 


لدينا مرافق العدد العقدي z‏ في امالات التالية 


1-2 
1+ 2:)3+1( 


التاويل الهندسي مرافقی عدد عقدي : 
في المستوى العقدي النقطتنان Z ( : M (Z)‏ )'44 متاثلتان بالنسبة урь)‏ )231 


a 


28 2 


لیکن + ×= z‏ عددا عقدیاء حیث у әх‏ عددان حقيقيان لدینا: 
Z < 1-2 m . 2 + 2 < 22 = 2Re(z) "ú‏ علد 22 


.z— z = 2iy = 2i Im(z) 9 


5 “٠ FO m 
صرف‎ h$ ج ععدد‎ z=- 


zz پر‎ 2+2 Ч 

ملاحظة هامة : 

لیکن Z = x +iy‏ عددا عقديا حیث y ax‏ عددان حقیقیان . 
إذن і-х-іу‏ : ومنه zz=(x+iy)(x—iy)= 2 -iy‏ 
مثال : 

2-3-2і د‎ 7 -0%4 8 
2-5-4 ->12-57-(-4) -25-16 =1 
2--І-?7і = zz=(-1) +(-7) =1+49 = 50 
ее - Z =] +)-1( -14-1 =2 

.З‏ خاصيات 


لیکن 2002 عددین عقدین و ۸ عددا نسییا إدينا : 


8 


اج دج داج +2 


:2 х 


1- حل في C‏ بطريقتين ختلفتین: (2-1)3-2/-5і‏ 
2- حل في C‏ العادلین 22-і-5-4і ,2-22-2-6і:‏ 
تطبيق 3: 


+2221 .; z+3z+5+2i ciR ;zz+z+1+i ER  :ثيحب‎ М(2) جموعة النقط‎ х» -3 


У‏ معيار عدد عفدي 
1- تعریف: 
لیکن z =× +iy‏ عددا عقدياء حيث دو y‏ عددان حقيقيان. 


العدد الحقیقی الوجب 8ہ يسمى معيار العدد العقدي ٤ء‏ نرمز له بالرمز Е‏ 
و لدینا : توويك = 
2- أمثلة 
نا معيار العدد العتدي في 
سیر 
45- (1-)+ 2-4-42 


71 2۰/0 +7 =7 


1 - 2 )3+ (| = |] - 6 + 2| - |3 - 6| = ,/3: +)-6( - 5 


3- التأويل الهددسي 
لتكن M‏ نقطة من المستوى العقدي tiy V‏ ×= ج 
ом =|ом|= үх? + у" ШТ‏ إذن معيار 2 هو المسافة OM‏ أي ||- ОМ‏ 


یف 


b MZ) 


خاصية : 
(ذا كانت ( رم В (сь) (А‏ نقطتین من الستوی العقدي فان m‏ = م۸ = AB‏ . 
¿SJ‏ (0 +۸2 : (ن +80 نقطتين من الستوی العقدي ء أحسب АВ‏ 
4- خاصیات 


لکل عددین عقدیین 7 و 2 ء و لدینا: 
z=06&|z|=0 "ч > =| =| š‏ 
E‏ * كل عدد نسبي ын‏ | - 
ра‏ 
ا | 


= إذاكان ۶0 'ء فان : -El‏ 
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إذا کان ±0 ' 2 فان 


4 
ف 1|+1 215 
ملحوظة: 
لتکن Ee) B (с, А Ga)‏ 6 ثلاث نقط من الستوی العقدي مختلفة مثنى га»‏ 
АВ |Ә‏ 


ZB T ZA 
دو‎ 


Z _ 
2 


а) 


АС АС Zec TZA 


قرین تطبيقي 1 
<¿ ۸ و 8 و © قط من الستوی العقدي»التى اقھا على التوالي: =1+i‏ ,ج و ,2,-243і‏ :2 +1-- ,ج 
1- آنشوع الشكل | 
2- آثبت أن الثلث ABC‏ متساوي الساقين وقائم АЗА‏ ( حساب السافات - مبرهنة فیتاغورس) 
رين تطبيقي 2 
M (Z) ¿S‏ نقط من الستوی العقدي و R‏ عدد حقيقي 
النقط التى ұм‏ ۸ =|,2-2| حیث ۸<0 أي ЕЗГІ‏ النقط al‏ تحقق |Z-Z,|=|Z-Z,|‏ أي التی تحقق 
АМ =R‏ هي الدائرة التي مركزها А(2,)‏ وشعاعها ۸. АМ -МВ‏ هي واسط )342 [АВ]‏ | 


(С) 


(А) 


حالة خاصة: النقط التي تحقق 0= ,2-2 
اي التي تحقق 0= AM‏ ومنه النقط هي نفسها النقطة А(2,)‏ 


حدد M (Z) ви! дез‏ بحيث: 


2-1-4-4 = 2-2-31-1:41-4 = 4 -|2-1424| = 


МІ‏ عمدة عدد عقدي غير منعدم - الشکل ا ЭМ‏ لعدد عقدي ур‏ منعدم 
نشاط 7 صفحة 146 
المستوى (7)منسوب إلى معام متعامد ومنظم و مباشر (өшу)‏ 
5 عدد عقدي غير منعدم و М‏ نقطة من الستوی z а‏ 
1- تعریف 
كل قياس © بالردیان للزاوية ا مومة (ОМ)‏ يسمى Z ЗАР‏ و نرمز له بالرمز arg(z)‏ 
نکتب .arg(z) = (u; OM) [27] -012л1:‏ 
arg(z) = 6| 27| <= arg(z) = 0+217 / 6Z д,‏ 
العدد العقدي المنعدم لس له бул‏ 


مثال: 
1. مثل النقط التالية ثم حدد عمدة الحاقها : Е(і);С(-2)); В(-3), A(2)‏ 
2 استنتج عمدة sul‏ النقط التالية D'(Z,);C'(Z-);B'(Z,);A'(Z,)‏ < ماذاتلاحظ 
3. استنتج عمدة ا حاق النقط التالية В"(-2,)А"(-2,)‏ ماذاتلاحظ 
2- 28 
لیکن z‏ عددا عقديا غير منعدم لديا 
إذاكان 2 عدد حقيقيا فان : Re(z) <0< arg(z) = z|2z]‏ أو |0127-)2( Ее(2)>0 «аг‏ 


Im(z) + arg(z) = 2 [27] أو‎ (2) <0 + arg(z) = [2л] : صرف فان‎ a عدد‎ 2 3 


3- خاصیات 
arg( 2 )=-arg(z)[27] " arg(-z)=z+arg(z)[27] "‏ 
لکل عددین عقديين 2 و" > غر منعدمین ادینا: 


arg(z xz '( = arg(z )+ arg(z ۱2۶ = Z لکل 7 من‎ arg(z") =n arg(z )[27 | m 


ав) --аго(2)|21| =" аго |=) = arg(z )-arg(z )[27| =" 


رين تطبيقي: 

حدد عمدة зал‏ العقدي 1+1 
4- شكل مثلٹی لعدد عقدي غير منعدم 
لدينا 2.- JÉ +É‏ = 1+7 


1+1 = АС ӨШЕ! 
arg(z) = —[2z] هذه الكتابة تسمی الشكل المثلثي للعدد العقدي 144 ولدینا 2۰/2 |2|و‎ 
تعریف:‎ 4 
لیکن > عددا عقدیا غير منعدماء‎ 

الكتابة )0 z =r(cos@+i ѕіп‏ حیث r=|z|:‏ و | 0[27 = аге(2)‏ نسمى SSC:‏ مثلثيا للعدد العقدي 2 
نکتب كذلك |17:0- 2 

2/4 خاصية 
ليكن 2عددا عقديا غير منعدماء إذاکان 1-0(с080-1810) z =< +iy‏ 


sin 0= — و‎ со80---, |z] رل رح‎ +y فان‎ 
y X 
تقرين تطبيقي‎ 4 


1- حدد الشکل А‏ للعدد العقدي فی كل حالة من ا الات التالية: 


Z >3 : Z, =2 : 2,-43-3/ : 2үз-2401 00: қа 
қылық : Z, - آ9 2300 2 - 6ل.‎ ; 23108011 9 
B , 2019 5 
حساب قوة عدد عقدي , اکتب العدد العقدي 2 على شكله الثلئیء واستنتج كتابته على الشكل الجيري.‎ -2 


36. 
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---» arg(Z) 
+ ib ¬+ م‎ 
- ib جح‎ -0 21 
+ib جح‎ 7-0 
-ib جح‎ 7-0 


B ; 2019 8 
2 2 


(434 


= 2019 x arg Е = J [27] 


=2019 x arg (7; 1۱۳2 


x . ! ۲ “ 5‏ 5 5 ۰ 
لكل عددين عقديين 2 م' 2 غير منعدمینء بحیٹ : 


O‏ (018600 حر 91001 z = г 6090 +i‏ مع 0 <ء و < 'م 


дд) » 2-17:0| : EFO 
-2- r(cos(z +0)+isin(z+0) "= 
z xz '=[|r;0]x[r';0]=[r';0+0] ۰ 
£= 2:0-0 : 
4 r 
تطبيق : حساب نسب مثلثية‎ 3 


نعتر العددين العقدیین 1+ لد а=‏ و 9-2-۷2 و с=т‏ 


1 أكتب a‏ و 5 على الشكل О‏ 
2 کب с‏ على الشكل الجري 
3 حد معيار وعمدة العدد العقدي ء 
پیل .137 ШЕ)‏ 
С | /4‏ مي СО‏ و ا А‏ 


5- زاوية متجهتين وعمدة عدد عقدي : 


نشاط 
С(с):В(2,): АСс,) уз‏ و D(z,)‏ رع نقط مختلفة من المستوى العقد 
1- بين آن | (ев) = аго(2,- z,)[2z‏ 
ар. т Zp <с 1‏ 
2 بن آن 5 - Дей‏ 
w 5‏ 
ы‏ 
а -‏ النقطة 14 بجیٹ : OM = АВ‏ إذن: (ев) -(«ом |рл| жә) М(2,-2,)‏ 


= аге (2, - Z, )[27] 


(48:Ср|-(4:Ср|-(шАВ) [27] يا:‎ 2 
= arg zz )-arg( z ) [27] 
= 9 [27] 
2 


5 خاصیات 
(А za) «461‏ (مج)8 و (ع0)2:(م1()2 قط مختلفة مثنی مثنى من الستوی العقدي فان : 


АВ-%,-2,| " [AB АВ)= шаг (2:6)|27 | саг (25-12ү|27| ۰ 
] ۸8:۸۴| = - «| ёс 


E [ar] کے‎ i ШЫ ЕЗБЕ Е < کے‎ : 


2/5 تطبيق 


хх‏ النقط ha esa‏ تسین نی نی 
ээ» -1‏ الكتابة الجبرية للعدد العقدي © 2 ثم تأكد أن : АС =ВС‏ 


2 
2- حدد قیاسا للزاوية )4:8( 
zil 2‏ طبيعة الثلث АВС‏ 
6 نام 
لتكن DEC )26(: EAE)‏ أربع نقط من الستوی العقدي ур‏ مستقهية و مختلفة مثنى مثنی . 
aC) - 0]2[ ои [АВАС ) = ]27[‏ :48( 


ЕЗ -012л| ои Е ас 3 = л |2л | 


ou (48 CD) = л|2л| 
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: استعال الأعداد العقدية في مسائل هندسية‎ МП 
تحديد طبيعة مثلث أو رباعي:‎ -1 


العلاقة العقدية 


АВ = АС <> e 5 


Z-Z 
— — ١ = | أو‎ 


2,4 متساوي الأضلاع 


بے 44 
زوايا المثلث تقايس БТ‏ 
B C‏ 


12 


Fonchon ехропепһейе пФечете ә М الدالة الاسیة‎ I 
تکربف وخاصبات‎ (f 


4-1 ان الرااد хе» Іп(х)‏ تقبل 4 عکسية من -со|‏ ,10 و 219% تحدیدہ ۰ 
پرمن للدالة العكسية للدالة хэ (х)‏ بالرمن ехр‏ و нді‏ الدالة الأسية النبيرية. 
In(e).In(1) С 1 2‏ ۰ (قع) هل( 4( .In(Ve), In‏ 
ب) إستنتج „exp (> E) зехр(- 2) сехр(2)< exp(1),exp(0)‏ 
(Су) #1 33‏ و G‏ في معا متعامد منظم (0,1,7). 
4 حدد مبيانيا ёхр(Х)‏ م Шп,,‏ و ехр(х)‏ ,۰.11۳0 


КААР‏ بف: 


р 001220 


[ra 


| — оо, +o [ 


]0, +o [ 


єг 
(е) = rln(e)= ғ :01 و نعلم‎ In(exp(r))=r عددا جذرياء لدينا:‎ r لیکن‎ 
In(exp(r)) = 1n(e’ ) إذن:‎ 
T عدد جذري‎ ехр(е)-е وبالتالى:‎ 
МЕ» لکل‎ ехр(х) =е" فکتب:‎ IR مدد هذه 13,601 اجموعة‎ 
لا زمة:‎ ді 
Л جع معرفة ومتصله على‎ е” AA 
(“хе IR), ex“ > 0 
(vx € |0;+coo|[)(Vy € R); e = x ج‎ In(x) = у 
«(vx є ]0; +оо) :е 709 = x ,(Vx € R): In(e*) = x 


R تزايدية قطعا على‎ x ج‎ e“ AN 
.(Va,b €e Е)ег>е?-а>р 


(VADER ECC OSG Dp 


:Ф هتطبیق‎ 

نعتبر الدالة العددية العرفة ب ر 
1 حدد Асу Dr‏ تعريف Л‏ 
و جن أن abau f‏ على R‏ 
Катз))» )0( ---1 3‏ 


کب تطبيق @ : 


f(x) = 


حل R Е‏ العادلات و التراجحات التالية: 


(ех)2 2 Зех +2 = 0 ө ех-х = 1 ө 6-٤1 = ех-х ө 
(ех + 2) (е75+1 - 4( < 0 ә (ех)? – 30* +2<0 ә 
خاصية:‎ IS 


يكن x‏ و من E QIR‏ 7 إدينا : 


ее‏ كك و 


2Х 3X 
C = e*((e* + е)? + (ех - e *)2) В = (e?) x 4و‎ П ` 
(27) 
ے1 اف ےو‎ ۱ 
(Vx 5 R) eX+1 1+e ہیں ان‎ 2 
ууд 
ما بلي‎ Е Е е" (1 
2 5X 2x +1 
ех + 6e *—-5—= 0 e (ех)15 x езе ے : نے‎ 9-0 
бө?! +367 =3 "040909 2: 
мау النظمة الا‎ R2 حل في‎ 2 


: (عنبادبه‎ -1 2 
А.о IS 
OME ех == | ОО 
ИН 22 ех سح‎ 0 
۰ йт, — = ل‎ ОО 


хХх--о 


«іт, ао г. = +оо پرهان: بین‎ Q 
Элс بصفة‎ О 


آحسب النهایات التالية: 


х+4 
X— +оо Х-э- оо 2 
: 7 ех 2271 f За 
а © lim Ф lim ех +x 2 
Х-Э--ОО 


хэ +оо 2 


lim جح‎ Ф 
: الدالة الا سب النبرہۂ‎ оша (3 
(Vx Є 10,--с0|1) f(x) = In(x) نضع‎ 
(Vx E R) f (x) =e* «АА 
"эо نعل آن:‎ 


(exp) (х) = ج‎ = e* إذن:‎ 


Vx € К,(ехр) (x) = e* وبالتالی‎ 
А.о 2” 


. (Vx € R) (exp) (х) = e*:ا ولد‎ R قابلة للاشتقاق على‎ x e” 41) 


نعتبر الدالة العددية المعرفة ب /(8)-х-2‏ ولیکن (C)‏ منحناها في معلم متعامد ممنظم. 
i e +‏ 


w $‏ £ £ 267 
1)۔ تحقق ان من أجل كل عدد حقیقی f (x)=x +1- ТЕ X‏ 
е -‏ 
ب- تحقق أن من أجل كل عدد حقیقی 13 У б)=х‏ 
е -‏ 


ج - استنتج f lal ТАС‏ عند +оо‏ و عند - 
د - ادرس الفروع اللانبائية للدالة f‏ عند ко‏ و عند 00-. 
2) ۱ - بين ان الدالة f‏ قابلة للاشتقاق على IR‏ 
ب- ضع جدول تغيرات aM‏ /. 
3) -تحقق أن الدالة f‏ فردية. 
4(-21- منحنى 32 .f‏ 
А.о IS‏ 


إذا كانت u‏ دالة قابلة للإشتقاق على مجال .51109 )0 А е‏ للإشتقاق على آ. ولدينا 


: تطبیق‎ 67 
اس مشتقات الدوال التالية:‎ 
(ҮхЄВ) f(x) =ех +29 ٠ 
(Ух > —1) f, x) = ех-21п(х%1) 
(Ух > 0) h(x) = ы. 
کک لا زمة:‎ 
1 Je قابله للاشتقاق على‎ 4 и تکن‎ 
шэг гт k الدوال 1„ فة عل ما‎ АА! рхэ u (х)ечО9 іш 22: الدوال‎ 


(Vv x€ J) f'(x) = и (ден 


кек 


зэ»‏ الدوال الأصلية للدوال التالية: 


ЕЕ віп(х) е<95(% р(х) = (х2 + 1)ех +32 
: (a= 1;a > 0) a الأسية الأساس‎ ТН! 


«ыы 


ИКО 
وهي‎ a” exp (X) >p تسمى الدالة اه الا 0 ونرمن‎ х ج‎ loga) لدالة العكسية للدالة‎ 


Шы 
x Iny) xln (a) 
ах = y @ x = log, (y) @ x = — ө xln(a) = In(y) өе = y 
т(а) 
ادن‎ 
(a ع‎ 1: > 0) ах = exIn(a) 

% 

AAKO) 


و ӨО‏ کے کون 
ө‏ 2۷217002 - (۷21001)4م = 4۷2, 
өте.‏ ا(" м Б‏ ون 
О‏ ملاحظة 1 - 15 (Vx € Ҝ)‏ 


۰ 


E 
215) 


4 حل في 8 التراحات التالية : *9 < *3 و > *(2). 
ата,‏ 


х _ 1 x s 
2 Іт, е (2) limesa 5۳ АЛ آحسب البایات‎ .3 


X—+ co 3X 


: 4۳-27 |, 
т, و‎ lim 


4 


الأكاديمية الجهوية للتربية والتكوين المستوى : الثانية باكالوريا 
д‏ فاس مكناس - مديرية فاس الأعداد العقدية ( ا جزء (¿tJl‏ مساك علوم شعبة العلوم التجريبية 


2020/2021 : الشفشاونی السنة الدراسية‎ ДЙ ае ААЫА 


4۸ حل المعاداة: 0 а? +5 +с=‏ حیث a‏ و b‏ و © عداد حفيقية و )0 (a‏ 


4 حل معادلات توول في حلها إلى معادلات من الدرجة الثانیة بجھول واحد. 


желі! 0‏ زالأسي وتطبيقات 44 


9 الترمي زالأسي للأعداد العقدية 9 ثلاث ساعات 


Ls -pl صيغة موافر- صیغتا‎ Q 


ت 


0 
مهم 


9 ا معادلات من الدرجة الثانية في С‏ 9 ساعة 


Дай ©‏ العقدي لدوران 
9 تمرین توليفي 


д %‏ التطرق إلى حل معادلات من الدرجة الثانية مجهول واحد في C‏ معاملاتها أعداد حقيقية؛ 


кс Ф‏ المعادلة من الدرجة الثانية التى معاملاتہا اعداد عقدية ув‏ حقيقية خارج البرنامج إلا التى تؤول في حلها إلى 
معادلات من الدرجة الثانية بمجهول واحد معاملاتہا حقیقیة. 


نشاط : 
حل في © العادلات ¿Ji‏ : 9= تج , 4= تج ,1-= ج 
Л‏ لعادلات من الدرجة الثانية مجهول واحد في © 
z =a 24541 -1‏ حيث аеК‏ 
1 /1 خاصية: 
ЭМ‏ © عددا حقیقیا غير منعدم . حلا المعادلة z =a‏ المجموعة ДАС‏ 
и‏ ود -Ма‏ اذا کان а>0‏ 
Ч‏ »لو هلف إذاكان а<0‏ 
1 أمثلة 
АУ‏ 2-7 في ДАС‏ 47 47- 
بحلا العادلة 5 - 2ج à‏ © هیا كل: و کل 
ج- حل في © المعادلة 2-22%2-0 
2- المعادلة аг +bz+c=0‏ حيث cba‏ أعداد ХАД»‏ و а‏ غير منعدم 
2[ خاصية : 
ух‏ في اجموعة C‏ المعادلة 0- ۶+ 58+ ас‏ حيث 2,5,4 آعداد حقيقية و 4 غير منعدم . 
m‏ العرد 34 A= b° - 4٤٥‏ سمی مبز العادلة +bz+c=0‏ ”جه . 


-Б-4/А 0 +۸ 
= ; z =—— : доо اذا كان 0< ۸ فان العادلة تقبل حلن‎ a 
2а 2а ۰ “. $ 

a‏ إذاكان 0= ھ فان المعادلة تقبل حلا حقیقیا مزدوجا هو : < = چ 

а 

4-ل.: + م- 4-۸ - - 
š‏ اذا کان А<0‏ فاد المعادلة تقبل حلین عقدين مترافقین : а-а‏ ۳ 4 

a a 


суд 2‏ تطبيقي 


حل فى © العادلتیین —222+3z—1=0 ; 22 —z+1=0‏ 
| تطبيق 2 : 
نعتبر الحدودية Р(2)-2-32-42-2‏ 
1- بين أن 1 جذر للحدودية (2)م 
2- حدد العددین ال حقیقین © و 5 بحيث : Р(:)-(:-1)(2 +ас+Ь)‏ 
3- حل في P(z)=0 : С‏ 
2/ 3 28 
إذاكان ,> و z,‏ حلي ас +bz+c=0 ХУМ‏ فان 
ас +bz+c=a(z-z)(z-z) ۷‏ لكل > من С‏ 
Хн 4‏ گے ےج 


П‏ الترميز الامي لعدد عقدي غير منعدم 


حدد الشكل المثلئي للعدد العقدي: 6+ 2 = 


2 تسمی ترمیزا أسيا للعدد العقدي‎ 2 = Je" الکتابة‎ 25 dalini |- 2:2 а 


1- تعریف 
كل عدد عقدي غير منعدمء معياره 7 وعمدته Ө‏ يكتب على الشکل re”‏ > هذه الكتابة تسمی ترميزا أسيا للعدد العقدي 2 


2-0(со80-18ш0)-1/:0| ге" لدینا‎ 


لیکن 2-1-1 لدینا 2-2 Ён‏ ا و بالتالی 254223 


«о 2‏ اساستة: 
لیکن геі —z=—re ете 2-ге” % дете”‏ = انہر داج 
z re же‏ مب 1 1 1 
о‏ = — سے ہے تب = کت ”1(0-60 ۱ _ iO‏ ۱ 10 
r'e = ۵ 10 —‏ 2۵ 22 
r‏ 6 5 


2-31; 2і--7;2,-ізі ; 21-9 ; Z= (iB) : 2= 2, =(1+i)(1- i43) 
ل‎ [ 
بين أن‎ > 2=3е 3 ب- نعتر العدد العقدي‎ 


3- صيغتا أولير - صيغة موافر 


a 
° .. 


s m عدد حفییی‎ 27 


cos(0)+isin(0)= e“ 
| نعام أن‎ 
сов(-0)--івіп(-0) =e 


| 22 متفاوتة فنجد 
نقوم بطرح طرفي | متفاوتة فنجد 


نسمي هاتين الصيغتين بصیغتی أولير 
1/3 خاصية : 
7 مد 29 سم _ o‏ 
صیغتا أولبر : لیکن 0 عددا حقیقیا ء لدينا : = @ Cos‏ و 
صيغة موافر : لیکن Ө‏ عددا حقيقيا و n‏ عنصرا من (cos@ +isin 0( =cos(n0)+isin(n0) WAN‏ 


هذه المتساوية تسى صيغة موافر c‏ و تکتب أیضا (е” ) =e”‏ 
3 /2 رین تطبيقي 
уу‏ 2 : 


ہیی 1 
1- أحسب (соѕӨ+іѕіпӨ)‏ بطریقتین مختلفتين اخطط Шай‏ التالية : сов” (х)‏ و іп? (х)‏ 


.SIn(20) و‎ соѕ(20) استلتج‎ 


51116 = 


/ 


: المثيل عقدي للتحویلات‎ Ш 
(өшу) الستوی (7)منسوب إلى معام متعامد وممنظم و مباشر‎ 
تعریف:‎ -1 
(Р) من‎ М الذي بربط کل عدد عقدي 7 الحق نقطة‎ C نحو‎ C d بالتطبيق‎ (Р) للمستوی العقدي‎ Ғ حول‎ Бы, 
F بالتحویل‎ М صورة‎ M' النقطة‎ 1-27 эм! 
Е تسمی القثیل العقدي للتحويل‎ Z' = f (Z) الكتابة‎ 
القثيل العقدي للإزاحة:‎ -2 
خاصية:‎ 2 
w[Z.) ذات المتجهة‎ r بالإزاحة‎ M صورة‎ M' من المستوى العقدي ء بحيث‎ M'(Z'); M(Z) ¿SJ 
t-(M)=M' «>ММ!-» کف‎ 
->27/-2-2. 


اہ 
مثال: 


حدد الكتابة العقدية للتحویل التالي: الازاحة ,ا حيث 2+8 - Z‏ 
2 /2 قرين تطبيقي: 
لتکن 2+30:۸01+71-)ھ ;)20 С(2‏ ثلاث نقط من المستوى العقدي 
1- حدد القثيل العقدي للإزاحة t‏ التى تحول ۸ الى B‏ 
ginal -2‏ لحق "© صورة النقطة © بالإزاحة + 
3 ماهي طبيعة الرباعي АВСС‏ 


Jesi 3‏ العقدي التحای: 
4 /1 خاصية: 
لتکن M'(Z'); M (Z)‏ و ) O (Zo‏ من الستوی العقدي ء بحيث М"‏ صورة Л 51-21, М‏ الذي مركزه ) O (Z,‏ وذسنته K‏ 
حيث K‏ عدد حقيقي غير منعدم. 
(М)-М! = ОМ!-КхОМ 36‏ 
7-2 


2-К 
2-2; 


مثال : 


حدد АЫ)‏ العقدية للتحویل التالي التحای һ(О(-3-%-2)‏ 

لیکن ۸ SE‏ مركزه النقطة )1(4 ама,‏ 2- و لتكن )1+ С(-4-31);В(-2%30); А(3‏ ثلاث نقط من ال مستوی العقدي 
1- حدد القثيل العقدي 5:0 / 
2- استنتج لحق النقطة ۸ صورة النقطة ۸ بالتحايي h‏ 
3- بين أن © هي صورة النقطة B‏ بالتحای Л‏ 


h 


(Q; K) 


ہے 


4 /1 خاصية: 
M'(Z'); MZ) S‏ و О(25)‏ من الستوی العقدي ء بحبث M'‏ صورة M‏ بالدوران R‏ الذي مرکزه О(20)‏ وزاویته Ө‏ 
omom |-6(2л1 36.‏ | و Қою(М)-М! «»ОМ!-ОМ‏ 
=e‏ دو 22 
2-20 


مثال : 


حدد الکتابة العقدية للتحويل التالي: الدوران ]28 к|о(-з+1):0=‏ 
4 /2 رین تطبيقي: 


تطبيق 1 : 
R‏ دوران مركزه النقطة Z(E)‏ وزاويته کے و لتكن A(G +i)‏ نقطة من المستوى العقدي 


1- حدد القثيل العقدي للدوران 7 


5 لی 2 
نعتر الدوران ضا و النقط Co) Ba JAR)‏ ثلاث نقط من المستوى العقدي 


1-2: وج‎ = ١/3 +1 : -Ч3-і — 
(А) = В ; r(B)=C : بين أن‎ .1 
OABC طبيعة الرباعی‎ зэ» 2 


قارین: 54 إلى 58 inio‏ 169 من کتاب الواضم في الریاضیات 
5 و 26 صفحة 243 من كتاب الواضم في الرياضيات. 


— Equahons différenkelles العادلات التفاضلية‎ 


شاط : 
نعتبر AA‏ العددية / المعرفة على J ( 2 20 ТАҒ R‏ 
نضع fax)‏ = لإ و )@ f‏ = و .y = f G)‏ 
بين ما یل: 0 = y” +3у' - 4у‏ 
۷77 ۶111 
| العادلات التفاضلیة من الرتبة الاویل: 
Í‏ . المکادلۂ النفاضلية: .y' = ау‏ 


لیکن © عددا حقيقيا . 
حلول المعادلة التفاضلية : y'= ау‏ هي جموعة الدوال المعرفة على 15 بما يل : xme Ке?‏ حيث k‏ 


۰ حفیفی‎ злс 


1) حل العادلات التفاضلية التالیۃ 
у +5у= 0 Ө y = Зу Ө‏ 
2( حل العاداة (Е) Зу - 2у = 0 МАМЫ‏ 
ب) حدد الدالة f‏ التي تحقق ا معادلۃ التفاضلية (E)‏ 1- = (3). 


.y' = ay + b المکادلۂ النفاضلية:‎ .2 


لیکن a‏ و b‏ عددین حقیقیین غير منعدمين. 
الحل العام للمعادلة التفاضلية : b‏ + ره = у‏ هي مجحوعة الدوال المعرفة على ٨8‏ با يلي : 


р‏ جھ همم 
Ке — —‏ چا مر : ف k‏ عدد : 
Е‏ ”2“ یی 


ey‏ تطبيق: 

1( حل العادله التفاضلية: 1 3y+‏ = 7 . 

(ЕЭ: 3y' - 5у - 2 = 0 а) حل العاداة‎ -i (2 

.4)0,1( ير من النقطة‎ (Ср) علمت ان‎ 15) СЕ) التي تحقق المعادلة التفاضلية‎ f الدالة‎ ээ» хо 

Л‏ المعادلة التفاضلية من الرتبة الثانية: 0 = +ВҮ‏ ۷+ "ر 

«ым 

لیکن © و b‏ عددين حقیقیین. юм‏ 0 = ترط + (Е):у"+ау‏ 

المعادلة 0 = 9 + 27 + ٣۶‏ ذات امجهول 7 اسمی العادلة المميزة لمعادلة التفاضلية (E)‏ 


2+ مميز المعادلة المميزة 0 = م + و‎ ۸ од) 


اذا كاد А>0‏ اذا كاد اذا کان А<0‏ 


۶ 
4 


: حل العادلات التفاضلية التالیة‎ (1 
(E): y'+4y'+4y=0 (Е): у" – Зу + 2у= 0 
(Ey): 7 - 4 y' + 13у = 0 
(ЕЭ: у" - 5 أ- حل العادك التفاضلية 0 = ر6 + 'ر‎ (2 


у'(0) = 2 و‎ у(0) =1 عيث:‎ (Е) التفاضلية‎ ЫМ! 222 (5) حدد الدالة‎ хэ 
(Е"): у" + التفاضلية: 0 = بريه‎ У حل‎ - (3 
Г(5-25/(2)-1 بحیث:‎ (E) التي تحقق المعادلة التفاضلية‎ / АЫ! حدد‎ 


2 


الأكاديمية الجهوية للثريية والتكوين الستوی : الثانية باکالوریا 
جمة فاس مكناس - مديرية فاس الحساب التكاملي مسلك علوم شعبة العلوم التجريدية 


الثانوية التأهيلية عبد اللہ الشفشاوني 


السنة الدراسية : 2020/2021 


© القكن من حساب مساحة حيز المستوى ا حصور بين منحنيين و مستقهين متوازیین حور الأراتیب. 


© القكن من حساب حم الجسم المواد بدوران منحنى دالة حول حور الأفاصيل. 
22 المدة المتوقعة 


ТЭ 


09 تکامل دالة متصلة على قطعة 
© خاصيات التكامل : التكامل و الترتیب۔ äl‏ المتوسطة 
© تقنیات ساب التكامل : استعمال الدوال الاصلية - المكاملة بالأجزاء 


© 
— 


© ينبغي تقديم تکامل دالة متصلة على قطعة إنطلاقا من دالة أصلية ДЦ‏ متصلة. 
© تقبل جميع الخاصيات و يمكن تأويلها هندسيا باستعمال المساحة. 

abali الدوال‎ © 

4 الدوال الأصلیة لدالة متصلة. 


Ф‏ حساب مشتقات الدوال العددية. 


© العلوم الفيزيائية والكهائية 


.. 


النشاط الأول - تذكير الدوال الأصلية 
حدد الدوال ال“صلية للدوال التالية على ا جال I‏ 


х2+1 


I = |1; +o] TORR І-К ; g(x)= xe 
заг 
1-8 : h(x) = xe І-Е ; А(х) = соѕ(-2х+1) 
النشاط واي - تعريف التکامل. و خاصياته.‎ 
f x)=3x -x ب‎ В الة المعرفة على‎ 
.]1,2[ پر ار 7 و © ل ۶ . على ا جال‎ 3 
С (2)-6() = Е(2)-Е(1) ب- تحقق أن‎ 
. 7 (2)-Н () = Е(2)-Е(1) دالة اصلية فان‎ H استلتج أنه إذاكانت‎ - 
[ о) ах من 1 إلى 2 و يرمز له بالرمز‎ АЫ يسمى تكامل‎ FO- ЕО) العدد‎ 
[ fd [FÆ -Е()-Е0) <; 
تعریف التكامل. و خاصياته.‎ Л 
: تعریف‎ -1 
1 على‎ J دالة متصلة على جال مفتوح 1 و » و عنصرین من 7 و دالة أصلية للدالة‎ f لتکن‎ 


ШЕГЕ ДЕ) = Е(»)- Е(а)| من © إلى ط ويرمزله بالرمز‎ ХЫ ЫС بسمی‎ F(b)- F(a) العدد الحقیقی‎ 


“Ұсда ل‎ b Ма من‎ 867), 
: ملاحظة‎ 


7 b b 7 5 0 5 А 
| Ғсдах- Ї f (dt = | f(s)ds - ..... بأي متغير آخر إذن‎ x یکن تعويض المتغير‎ | Ғодах في الکتابة‎ 
: لدینا‎ 


| ۲۶ F(a) - F(a) = (0 


| fa = F(b) - F(a) = -| F(a) - F(b)| = Гоа) 


ЇГ 0+ гаг Е(с) = F(a) + F(b) - Е(с) = F(b) - F(a) = Оо 


| (7+ (۵۶ (F+G)(b) - (F+G)(a)= F(b)- F(a) + G(b)-G(a)= | ۶۵+] «са 


[| (кх) оа = (kx F)(b) – (КхЕ)Ха) =кх| F(b) – F (a) | ДЕШІ 


[к а= [кх х] =к-а) : لدینا‎ k لکل عدد حقيقي‎ 8 


2- خاصیات : 


8 لتکن ДАУ‏ عددية متصلة على Гл )а=-| f(x) ах ы. [a,b] Je‏ ; ييل ШӘ‏ 
Š‏ لتکن ۶ دالة قابلة للإشتقاق على ا جال [4,5]بحيث 77 دالة متصلة على ا جال [ab]‏ فإن: [одах = [fo] = РФ) - f(a)‏ 


گا لتكن گر و چ دالتین сам‏ متصلتین على Jee‏ 1 و а‏ و 6 عناصر من1 و 6 عدد حقيقي . لدینا: 
2 


[7 (х )ах =| f (x )dx + (ххх علاقة شال‎ ө 


Гл) в) = jf (x)dx + | (уж 
А нг i الطانية:‎ o 
[k f(x)dx=k | f(x)dx 
: تطبیقات‎ -3 
4 | رین‎ 


а |е cos ×× : | 2хах احسب‎ 


TRT 


4 
: ШМ ах ЖЕ 1 


2 نعتر التكاملين : |віп(х)віп(3х)4х 21 = | “сов(х)сов(3х)4х‏ = 1 
احسب 7+ 1 و ЛФЛ‏ 1 ول . 
П‏ التکامل والتزتدب ‏ 22 التوسطة 
نش ашы‏ 
1 لتكن h‏ و ۸ دالتین معرفتین مايل Ко) = 2-13 Жд-2-х‏ 
أ بین أن الدالة ۸ موجبة على ЈА‏ [1,1-] ثم أحسب о‏ | مادا تلاحظ ؟ 
ب- بين أن الدالة h‏ سالبة على ال جال |11-| ثم آحسب ІШЕГІ‏ مادا تلاحظ ؟ 
12 لتکن f‏ و © دالتين معرفتن على ا جال ]2,3[ 4+ 8(х)-5х5-2 , f(%) =x‏ 
قارن الدالتین f‏ و بم على الجال [2,3] ثم قارن التکاملین («ода [одах‏ 
1- خاصية : 
لتكن f‏ و ع دالتين عدديتين متصلتين على جال |[ط,ہ] :© > » 
0 
8 اذا کان 0 (Ух ء]٥,ط(( f(x)2>‏ فان 0 < (x)dx‏ ۶| . 


b 


| )»(4» فإن‎ (ухе [а.6]) /(5) 8 )×( 568) 8 


ШЕП < ]|/ )<:(| 42 ор д 8 


لتكن f‏ دالة عددية متصلة على [a,b] Је‏ حبث > ه . يوجد على الأقل عنصر © من [ab]‏ بحیث: 


0002-9۲" 
. С 1 р 
ШАЛ ۶ المتوسطة للدالة‎ ål پسمی‎ | Р(х) а العدد‎ 


احسب i‏ امتوسطة AU‏ على ا JA‏ في الحالتين: 
I zz, Р(х) = соѕ(Зх) 9‏ 
8 ا۔م г=[,е],‏ 
Ш‏ بعض تقنيات حساب التکامل. 
1- استعال الدوال الأصلية 


2 2 е] s 
12-1-2215 2 : آحسب التكامل : 0 | = ل‎ 
х 


اخسب التکامل : 1+ 16 = Ј‏ 


2- كتابة دالة جذرية کجموع دوال جذرية 


ý x? УР": 
۳ : التکامل‎ балин -2 
اخطاط دوال مثلثية‎ -3 
| [сов (х) 4۲ كهء 3 احسب‎ × АХ اخطط الحدودية‎ 
المكاملة بالأجزاء‎ -4 
اانشاط الرابع‎ 
[ab] e Je JEAN ogl p ogha oslo کنو«‎ 
Vx e ЦибОду (x) = (иу) (х) —u (x)v(x) من آن‎ ea =] 
| ибх)» Одах- COL — | Е '(x)v(x)dx إستنتج آن‎ - 2 
4 


55 7 8 عددبتین сул‏ للاشتقاق علی مجال ا اه 


9 ٦ (x)g'(x)dx 


مثال: حساب التكامل [xe dx‏ . 


0 


2ے — 9 
في المثال السایق إذاكان اختیارنا هد > 7( فان تس 


g'(x) = ех g(x) = е 
لننيجة المرجوة بسهو ذ.‎ uji و هذا پز يد الحساب تعقيدا او لا نحصل على‎ а xe* dx = Е 2 е -П хе “ах шлан 
T e 3 e 
Х 
E dx : J = ۱210 xdx ; K = ах ; L=] -1)4 
онай р п хах 5 х k )dx 


تطبيق: احسب Пасов хах‏ ۱ 
0 
- حساب المساحات الهددسية 
في كل ما يلي المستوى المنسوب إلى معام متعامد )03757( 

وحدة قباس المساحات و التي ترمز لها بالرمز ua‏ هي مساحة المستطيل ожо‏ يعني أن «аА‏ 
-Í‏ خاصية 1 

لتکن f‏ دالة متصلة على [a;b] Je‏ . 

لتکن A‏ مساحة gh‏ ا حصور بين (С,)‏ والمستقهين (x =a)‏ و (x =b)‏ و محور الافاصيل 

إذاكانت f‏ موجبة على [a;b] Je‏ فان A = ] f de‏ بوحدة قياس المساحات . 

إذاكانت سالبة على [a;b] Je‏ فان (хХх‏ 7-- 4 بوحدة قياس المساحات . 


ب- خاصية 2 


لتکن f‏ دالة متصلة على مجال | ط؛ہ]| . 
مساحة الحيز ا حصور بين (С)‏ والمستقهين (x =a)‏ و (x =b)‏ و حور الافاصيل 


2 العدد الحفيقى الوجب [Гр (х ж‏ = ۸ بو حده قیاس تحت 


.. 


... مھ 


Зл 
Jož] ДЫ على‎ f (х) = ѕіп(х) العرفة ب‎ АЦ) рю -1 


Зл 0 ”‏ _ 
(А)‏ السطح ا حصور بين (C)‏ و ا مستقبین )0= و[ - »| 


2 
و محور الافاصيل 
أحسب A (A)‏ مساحة (А) A‏ 


ха — 2‏ الدالة المعرفة ب 2+ 32- > مدع f (х)‏ 


см‏ )0- - الافاصيل 
آحسب A (A)‏ مساحة ا یز (А)‏ السطح ا حصور بين (С)‏ والمستقهين (0- (x‏ و (2= (x‏ و حور 
2- مساحة ا یز ا حصور بين منحني دالتیین. 


أ- مثال оза‏ 5 ۱ 
المستوى المنسوب إلى фе‏ متعامد [:0:1) حیث : 


س2-] : 2= | . 


كوم 
"a n "a ka‏ 
m... та‏ 
ier‏ اپاپ الو 
Ti‏ و گے و گے و ےھ 
Бин‏ تی سے ےی 
یع Lx‏ حرش شر یرم 
X y‏ ح از VX € R 9 X ) = v X X‏ ہجو Аа‏ 
i г у‏ يك 2۷ 
Ti |‏ لا . . ل LI‏ 
a . 5‏ ۰ 5 


ولیکن (C)‏ و ga (С,)‏ الدالتيين g sf‏ على التوالی 
4 آنشی ) (C, ) 2 (C,‏ 
2 آحسب مساحة ا حیز ا حصور بين (C, ) ом!‏ و (С,)‏ 
و المستقهين (x =1( 5(х-0)‏ 


ب- مرهنه 


إذا كانت کرو ۾ دالتين متصلتين على (x = 3 цан Ja!‏ و b (x =b)‏ : 
فان مساحة (A)‏ حیز ا حصور بين المنحنبي ) (C,‏ و (C,)‏ والمستقهين (x =a)‏ و : 


ar 


A(A)= ] ۲ æ- re (ua) 


يف 
يف .. 
۰ 


.. 


(х-л عر‎ =a) е 
)و(‎ т) و الستقبین‎ (С,) و‎ (C, ) نعتبر الشكل التالى . أحسب ا یز ا حصور بین النحنيي‎ 


.. 


2- حساب ا جوم 

نعتبر فی کل ما يلي الفضاء المنسوب إلى معام متعامد بمنظم (1,ز,,0). 
خاصية 1: 

لیکن hag (I)‏ محصورا بين المستويين © = 2 و b‏ = 2 ولتكن S(t)‏ مساحة تقاطع (E)‏ مع المستوى ۶ < 2 (ط > ۶ (a=‏ 
إذاكانت )5(0 ۶ متصلة على LE]‏ فان حم الجسم Œ‏ هو || у = f” 5(е)ае х П х ПІ х‏ 

مثال: مساحة اسطوانة شعاعها R‏ و ارتفاعها Л‏ 
تقاطع ا مستوى t‏ = 2 مع الأسطوانة عبارة عن قرص مساحته .S(t) = TR?‏ 
با أن S(t)‏ +« غ دالة متصلة على JA‏ [:/,0] فإن جم هذه الأسطوانة هو: 


3 h h) 
V = | S(t)dt = J عل ة بل‎ = па? | dt = пЕ?ћ ст? 
0 “0 0 


НЕ‏ حساب ج مکرة. 
لتکن (T)‏ 59 مرکزها O‏ وشعاعها R‏ 

(Г)‏ حصورة بين —R‏ = و R‏ = 2 و المستوى ‏ = z‏ يقطع الكرة وفق 
ترص مساحته S(t) = mr”‏ 

т? نے‎ Rš 2 r әз гс ШЕ ЁС Бэх Rš [دینا‎ 

و k‏ أن الدالة S(t) = T(R" = ЕЭ)‏ جا Ё‏ متصاز على R] J&I‏ ۳ فان: 
چم (Г)‏ هو: 

R R 4 
V= | S(t)dt = J r(R* — t2)dt = y R° cmš 
Г -Е 4 


لتکن 43457 متصلة على جال la b]‏ حیث تا > а‏ 


حجم ا جسم ا مواد بدوار منحنى الدالة حول حور الأفاصيل هو: m(f(e)) dx‏ | = ۷ بوحدة قياس ا حجوم. 
جسم الدوران محصور بين مستويين © = 2 واط ح 2. ری х‏ = 2 ويقطع جسم الدوران وفق قرص شعاعه РО)‏ 
مساحة الثرص هي“ (() ۴ = S(x)‏ ومنه V = Г п(Р(х))?ах‏ بوحدة قياس ا حجوم. 


احتوی 
4 ابداء لسلى فى ХАЛ‏ وتطبيقاتة: РойшР scalaire dans l’espace ef аррисаћоп‏ 
في هذا الدرس ننسب CE) цай‏ إلى معلل متعامد منظم j,k)‏ ,0,4( 
1 النمئیل البارأآمترع لمستفیم: 


АЦа,б,с) و الموجه بالمتجهة‎ А(ха, Ул, 24) الار من النقطة‎ (D) نعتبر ا مستقم‎ ° 
M(x,y,z) € (D) 2 (at € R): AM = tu 
х- х, < аі 
وب‎ =, byter 
Z — 24 = СЇ 
X = Xx, + qt 
اہ‎ byter 
2 = 2, + Ct 


هذه النظمة آسمی تمثيلا بارامتریا للمستقيم (D)‏ 
“МО‏ 
)1(2,4,5 و :А(-1,2,3)‏ 


х= -1 + 1 
ралу 2 + 4۲/۲ К 
7 - 3 5) 


K. S O 
Х-1-1 
(0):ју=2 е ۰ العرف 42 البارامتري:‎ (D) تعتبر الستقیم‎ 
z = —3t 
11(-1,0,-3) بر من )1,2,0( وموجه بالتجهة‎ (D) الستقیم‎ 


° نعتبر المستقم (D)‏ الار من AXA Ya Za)‏ و ال موجہ بالتجهة u(a,b,c)‏ حيث 0 + و 0 + زط و0 с+‏ 
Х-Хл Х-Ул Х-2,‏ 


а р С 


لدینا معاد لتين ديكارتيتين للمستقيم (D)‏ 

کته تطبیق : 

أعط اقثیل البارامتري نم العادلتین الدیکارتیتین للمستقيم ا مار من النقطتین А(1,2,3)‏ و (8)3,2,1 . 
2 ألمستوى ي 1201 


نعتبر في الفضاء النقطة А(х,,Уц ZA)‏ و المتجهتين (а,5,с)‏ و с)‏ ,'ط,له)ثة. 
(x,y,z) ¿<J‏ نقطة من (Р)‏ المتجهات АМ‏ ولا ,0 متجهات مستوائیة: 
АМ =й + / tt ER‏ 

x—x = at + ۳ 

у, = bt +b't'/t,t' € R‏ هه 
)م ct‏ = رح - 7 
Xx = x, + at + a't'‏ 

R‏ ع {y= y, +bt+b't'/t,t‏ بج 
E BEC EEL‏ 


О‏ مخال: 


ysel 
(Р):4у = —1-t+t'/t,t ER 

z=5+2t+3ť 
:(0,1,3) ,4(-1,-1) پر من النقطة (1,5-,4)0 و التجهتین‎ (P) 


کته تطبيق : 
хх‏ النقط В(0,—1,1) ‹ А(2,2,2)‏ و (2,1-,1)). 


1. حدد EE‏ بارامتريا للمستوی (АВС)‏ 
2 اعط المعادلة الديكارتية للمستوى (АВС)‏ 


И 2‏ و ۷ متجهتین من الفضای ۸ وھ С,‏ ثلاث نقط من الفضاء محیث: 48 AC 9 u=‏ 
441 السلی ун сард‏ « فی الفضاء هو ابحداء السلیی ٠۷ ۶٢٢٠+‏ 


اذ كان 7" متجهتين غير منعدمتین فإن: )>| шу = их‏ 
تکون التجهتان » و v‏ متعامدتان إذا وفقط إذا کان: 0 = uy‏ 

> ج‎ 2 еи 
۰ السلی لمتجهة‎ ЗА ولسمی‎ И له بالرمن‎ рии الجداء السلمی‎ 


کت / و ۷ و w‏ ثلاث متجهات من الفضاء و عددا حقیقیاء لدينا: 
U.V = ۸‏ 
+W )=и> +и W‏ 20 


У 2-1. 
(u+) =u +2uv+v 


إذا كانت u=xi+yj+zk‏ فإن منظم المتجهة 7 هو: + ”و + دا 
ө‏ المسافة بين نقطتین: 
ЛЕЛ‏ و В(х,, ув, 2в)‏ نقطتین من الفضاء» فإن: 


АВ = (х, وت‎ +( Yg -y ) +(z; -24) 


کھ تطبیق: 
تکن А(11,42)‏ و В(У2,-У2,0)‏ و (2/-,1-,1-) © ثلاث نقط من الفضاء. 
احسب АВ‏ و BC‏ و ВАВС‏ 2 اھ طبيعة الاق «АВС‏ 


5. تلصیفات 21 1 السلمى ف المضاء: 


أ. تعامد مستقيمين فی الفضاء: 


لیکن (,) مستفیم موجه ب لا و (1(2)موجه ب U,‏ 
(р,)‏ ل (,0) إذا وفقط اذا کان ولا ل ہلا 


کھ تطبیق : 


بين أن (وط) 1 (D1)‏ نی ا حالتین: 


x= 1 + 4t 
ју معرف 422 البارامتري التالي: 18 ع / 0 2-2 ح‎ (D,) موجه بالتجهة )4(1,2,3 و‎ (0,) 9 
7 < DL 
البارامتري التالي:‎ А معرف‎ (D) عد و‎ - 2 = > = =Z معرف بالعادلتین الدیکارتتین‎ (D) 9 
x = 3 + 1 
z = —2 — 2t 


ب. مستوى محدد Мад)‏ ومتجهة منظمية عليه: 

لتكن (©,,4 )7 متجهة غير منعدمة و ( А(х,, уд,‏ نقطة من (E) ДАА!‏ 
يوجد مستوى وحيد (Р)‏ يمر من A‏ و منظمية عليه ( أي أن اتجاهها عمودي على المستوى ((Р)‏ 
AM 1 7 = АМ.п 0‏ بے M(x,y,z) € (P)‏ 
О‏ مثال: 
لنحدد معادلۃ ديكارتية للمستوى УМ (P)‏ من النقطة )2,3— ,4)1 »)2-,3-,1(" 
لتكن М(,у,2)‏ نقطة من (P)‏ لدينا (АМ(х-1,у%2,2-3)‏ 
ولدینا: 0 = )3— AM.r = 0 & (x — 1) - 367 +2) - 2(z‏ 

х – Зу – 22-1 = 0 

© طر ,22 ©: 

, 1 - 3y - 27 + 0 = 0 تكتب على شکل‎ (P) J 
. 41 = -1 ومنه‎ 1- 3)-2( – 2)3( + d = 0 فان‎ ۸ (P) ما أن‎ 
(P):x - 3y - 22 - 1 = 0 GUL, 


که تطبیق : 
Л‏ حدد العادلة الديكارتية للمستوی (P)‏ الار من النقطة А‏ والتجهة n‏ منظمية عليه في کل حالة من الحالات 
التالية: 


n(—1,1,0) ۲ А(1,0, 5) 2 


О 


2 حدد العادلة الديكارتية لبستوی (Р)‏ امار من النقطة (۸)4,1,0 وعمودي على الستقم (D)‏ العرف 
А2‏ البارامتري التالى: 


02,-3,-1), А(42,-2,5) 


3 


х= 2-3)‏ 
y=—3+t KER‏ 
z = 4 21‏ 
ج. نعامد مسئو دين في الفضاع: 


لیکن (P)‏ و (Q)‏ مستوین في الفضاء ولتکن Тір)‏ منظمية على (P)‏ و Tico‏ منظمية على (Q)‏ 
(Q) 1 (Р)‏ إذا وفقط إذا کان (оу Ы Перу‏ 


آدرس تعامد الستویین (Q), (Р)‏ في ا حالات التالية: 

(0):х-2у-22-1-0 و‎ (P):2x+z—1=0 و‎ 

(0) 4х-у-21:-3:0 و‎ (Рох-у-42-41-0 e 

6- مسافة نفخصة كن مستوى: 

لیکن (Р)‏ مستوی و ۸ نقطة من الفضاء و H‏ )24.4 العمودی للنقطة A‏ على الستوی (P)‏ 
السافة АН‏ تسمى مسافة النقطة А‏ عن الستوی (Р)‏ ويرمز للا بالرمن а(А,(Р))‏ 
۶ خاصية: 
لیکن (Р)‏ مستوی معادلته 0 = ax+by+cz+d‏ و )24 А(х,, уа‏ نقطة من الفضاء. 


مسافة النقطة ۸ عن الستوی (Р)‏ هي: سح رت = رم مه 
Уа О‏ 

لنحسب مسافة النقطة (1,2-,4)1 عن الستوی УР)‏ العادلة الديكارتية 0 = 1 + ج - + 2 :(). 
п(2,,-1) ЫА‏ متجهة منظمية على (P)‏ 


А.Є (P) نستنتج أن‎ .4)4, (P)) = ZE 


/)1-(-22-12 
25 تطبيق : 
хх‏ الستوی (Р)‏ العادلة الديكارتية: 0 = 1 + 2 + + :() و (4)1,2,0 نقطة من الفضاء. 
. آحسب (Р)‏ ,4)4 . 
SEË ээ»‏ بارامتريا لمستقیم (D)‏ مار من А‏ و العمودي على Р)‏ 
. حدد احداثیات H ЗААЛ‏ المسقط العمودی AO‏ على (P)‏ 
(а sphère ÑA 7‏ 


1. تعریب- المعاعلة الایگارتية للبلکة: 


إذن: 0 = 


О من الفضاء التی مسافتا عن النقطة‎ М هي جموعة النقط‎ R وشعاعها‎ Q(a,b,c) الق مرڑھا‎ (S) ЖШ 
.5 )52,75( تساوي الشعاع ۸ ونرمن هذه الفلكة بالرمن‎ 
М(ху,2)е(59) ® QM =R لد بخا:‎ 


QM = R°‏ جه 
-(х-а) 4(у-5) +(z—c) = R°‏ 


< x2+y2+z2—2ax —2by —2cz +a2+b2+c2 = + 


هذه المعادلة آسمی معادلة ديكارتية )534 )5( 

کته تطبيق : 

1. حدد معادلة ديكارتية )534 )5( التی 5 (2)2,0,1) وشعاعها 0/2 = R‏ 

2 حدد معادلة ديكارتية 804 (S)‏ التق مها (1,2-,420 وقر من النقطة (1,4,5-) ۸. 

3 حدد معادلة ديكارتية )532 (S)‏ التي آحد آقطارها | (АВ‏ بحيث (1,0,3-)۸ »2 من النقطة (2,5,4) . 
2 5442 مرک زوشعاع بلكة: 

لنحدد مرک وشعاع الفلكة (S)‏ ذات العادله 2=0+ 32+ (5):х2-у2-22-22‏ 

2424+ 22-2 +32 --2-0е<>х2--у2-2у + 2+32 +2 -0 ЕД 


< (x —0)2+(y -19-1-44(2 +2 + 2-0 
جه‎ (х -0(2 +O 2 94) 


5 3 
ومنه (S)‏ عبارة عن فلكة شعاعها 8- R‏ وم ڑھا )0(0,1-2: 


کھ تطبيق : 

حدد а,‏ النقط М (x,y,z)‏ من الفضاء في كل من УШ‏ التالية: 
x +y +z =4x—6y=0 -1‏ 
х +y +z —4x+2y+2z+19=0 -2‏ 
X ty tz +4у—22+5=0 -3‏ 


3 تمغيل بارامتري لبلكة: 
Q (a,b,c) 55, K (S) ¿<‏ وشعاعها ۸ M(x,y,z)‏ نقطة من الفضاء. 
0 + م دعر 
М ):,2( >)5 ( ٩ y=b+Rsingesin0/(@,0)e R‏ 
z=c+ 0‏ 
هذه النظمة تسمى تمثيلا بارامتریا للفلكة ( 5). 
کھ تطبيق : 
ээ»‏ تمثيلا بارامتريا للفلكة )5( التي معادلتها الديكارتية: 1= ”ج + ”رر + کر 
eles oJ] 4‏ النسبیة: لبلکة ومستوى- لهلکة ومستفیم: 
أ. الوضع النسبي )252 ومستوى: 
نعتبر مستوى БАР)‏ )5( بتحدد الوضع النسبي ل (S) (Р)‏ بحساب السافة: =d (O,(P))‏ 4. 
e‏ إذا كان R‏ > 4: تقاطع (S) АР)‏ عبارة عن دائرة مرڑھا H‏ المسقط العمودي ل Q‏ على (Р)‏ وشعاعها 
E‏ تر اوكحض 
e‏ إذا كان ۸ = : (2)مماس )5( في النقطة H‏ المسقط العمودي ل О‏ على (P)‏ . 
e‏ إذا كان ۸ < 4: تقاطع (S) Р)‏ عبارة عن جموعة فارغة. 


کھ تطبيق : 


نعتبر ا جموعة : )1-0- 22+ (S):{M G,y,z)/x2+y2+z2 +2х -2у‏ 
1. بين أن (S)‏ فلكة محددا کل من О SM‏ والشعاع .R‏ 
2. آدرس الوضع النسبی ل (S)‏ و الستویات التالية: 
(Б):х-2у-2-9-0,(БЬ):х-2у422%3-0.,(В):2х-у-22-3-0‏ 
ب. الوضع النسبي لفلکه ومستقيم: 
الوضع النسبي لفلكة ومستقي ما أن يكون عبارة عن نقطتين أو نقطة أو جموعة فارغة. 
كته у‏ 


X =Í 


حدد تقاطع الستقیم (D)‏ العرف بقثیلہ البارامتري التالي: (D): y =1+t/t e R‏ مع كل من الفلکتین 


z =2 +t 


0 - 2+ جرج عر : ( رى) و 2-0 + 1-08 = .(S,):x” +y +2” -2x‏ 


7 ابداء المتجهى: 
1 تعریب: 
نسب الفضاء (E)‏ إلى معلم متعامد منظم ۱ j,k‏ ,0,1( و 2017 i‏ و SOJ‏ و sk =OK‏ 
رجل أمبير رجل خيالي رأسه في النقطة © وینظر إلى النقطة 1ء نقول إن المعل ۱ j,k‏ ,0,1( مھا із Фаши‏ 
ЕШ — та‏ 
مھ تعریف: U‏ 


т" و الم زا‎ 3 эж 


© 
£ 


(n nA) ЕЕ‏ مات 
Hu 8101 = ۱۱۷۱۱۱۱۳ 580(0)‏ حيث 6 قياس ازاوية الهندسية AO‏ 


(ае R) (z u) A 


2 الصيغة التعليلية الما له 


تسب الفضاء )6( إلى معلل متعامد منظم مباشر (o.i, j,k)‏ 
نضع u(a,b, c)‏ و Урын c)‏ لد ین 


ил К 


9-1 "|: -۳ 7 x< 24 3 2 


УА О 
.2(-3,12) ,Ч(0,1,-2) لنحسب ا داء التجهی للمتجهتين‎ 


P: |= Ж 751 4+ 67 + 


i‏ معادلة مستوى معرف بثلاث نقط غير مستقيمية: 
إذا كان 0 + ob AB ۸ AC‏ النقط ۸و غير مستقيمية» وبالتالی تكون مستوى АВ ЛАС‏ متجهة منظمية عليه. 
کھ تطبيق : 
نعتبر АШ‏ (5- ,4)2,4 و (8)1,0,4 С(0,3,1),‏ . 
1) تحقق من أن النقط 4 و 8و0 غير مستقيمية. 
2( حدد معادلة ديكارتية للمستوى (АВС)‏ 
ب. مساحة مثاث: 


مم خاصیة: 


تكن ۸ و لو غير مستقيمية من الفضاء. مساحة المثلث АВС‏ هي: || 4€ ۸ 48 || > = Sage‏ 
مساحة متوازي الأضلاع ‘SABC = |АВ ^ AC | : ABCD‏ 


کته تطبيق : 
хх‏ النقط (1,2,0-)4 و .С(-2,1,2), В(3,0,4)‏ 

1( تحقق من أن النقط A‏ و 8و0 غير مستقيمية. 

2( حدد مساحة المثلث «АВС‏ 

ج. مسافة Аад)‏ عن مستفیم: 

يكن (D)‏ مستقيم پھر من نقطة А‏ وموجه بالتجهة й‏ مسافة نقطة M‏ عن المستقم (D)‏ هي المسافة МН‏ حيث Н‏ 
السقط العمودي МЈ‏ على المستقيم (D)‏ 
لتحديد احداثيات النقطة H‏ نستعمل الشرطيين التاليين: .MH.u = 0 , H © (D)‏ 
نرم oib‏ المسافة ب .d(M,D(A,u))‏ 


مم خاصیة: 


۸۸۷۸ 
ІШІ 


а4(М,р(А,Ш) = 


که تطبيق : 
x -1-1‏ 
. آحسب مسافة النقطة М(3,21)‏ عن الستقیم (D)‏ بحيث: 11ء 1/1- [:(0). 
2-0 
€ ۶ ]= 
<( حلدد إحداثیات المسقط العمودی М J‏ عل ال مستقم (D)‏ 
د. نشاطع مسئو гон‏ 
يكن (P)‏ و (Q)‏ مستوین في الفضاء ولتكن رم منظمیة على (P)‏ و Tico)‏ منظمية على (0). 


کھ تطبيق : 


(0):хХ-2у-22-1-0 و‎ (P):2x +z - 1 = 0 yw 


تحقق أن (P)‏ و (Q)‏ مستويين متاقطعان وفق مستقيم АА‏ تحديد متجهة موجهة 44 
ECU‏ 


ذ. لطرش عبد الكبير 


РёлотђгетепЁ су А4 
164) owls] الميكأ‎ .1 


که اشا ط : 
يريد ا مد الوصول الى Y akal‏ انطلاقا من النقطة X‏ عبر الرور من ثلاثة اودیة کا هو »367 الشکل ادناہ: 


: С 
£ i 
3 N N ۱ 
Е ثم القنطرة‎ D تعنی ان احمد مر من القنطرة ۸ ثم القنطرة‎ ADF ЫС) 
. Y جموعة الطرق المؤدية الى النقطة‎ E استنتج‎ БОД اتمم الشجرة‎ (1 


<< 


2( آحسب ade‏ السبل التى يمكن ان پسلکھا أحمد للوصول للنقطة ۷. 


n = n, X وط‎ X كا...‎ n, 
А О 
"ВАС تعتبر احرف"‎ 
. نريد معرفة عدد الکلمات الى عکن تکوینہا من الاحرف السابقة بدون تکار اطرف‎ 
3 علد امکانیات المرف الأول‎ 9 
2 عدد امکانیات اختیار المحرف الثاني هي:‎ е 
1: امکانیات اختيار الحرف الثالث هي‎ ээс. ٭‎ 
.3 × 2 < 1 = 6 نا من الاحرف السابقة هي:‎ 65 S الق‎ SUSI эх وبالتالى‎ 
: کھ تطبيق‎ 
سراويل.‎ ЖУ» و ربطق عنق‎ ХАМ ХУ الاشناص‎ с 
هي عدد البدلات الى عكن ان يسما هذا الشخص؟ ( کل بدلة مکونة من قيص و ربطة عنق وسروال)‎ ۶ 
TTE هر‎ 
صندوق على نمس کرات جراء وثلاث کرات بيضاء. نسحب بالتتابع وبدون احلال 5تين من الصندوق.‎ сул, 
شرة الاختیارات.‎ (7 
کسے عدد السحبات الکونة من كين من سی ارت‎ (2 


ملاحظا 


{ә 


uay (3‏ عدد СЛ‏ الکونة من کتن خی اللون. 


2 الترتیبات: 


أ. الترتيبات بعون تكرار 


کم اشاط : 
34-37 لاختیار اعال انت ترتيب 3 کتب من بین 10 المعروضة علہم. 
7( حدد عدد الترتيبات المکنة . 
2) ما هو عدد هذه الترتیبات إذا هم الترتیب 4 کتب عوض 3 کتب؟ 
3( ما هو عدد الترتبات إذا هم 201023 МАЄ‏ 
ауы”‏ 
لیکن n‏ وط عنصرين من № بحيث .(p < n)‏ 
° كل ترتیب ل D‏ عنصر من بين n‏ (مع عدم إمكانية تكرار نفس العنصر) اسمی ترتيبة ل р‏ عنصر من بین n‏ 
عنصر» ونرمن لما بالرمن: 4 
"n Ме", ПЕН‏ 
2242| ال 
كه تطبیق: 
7) احسب الاعداد AZ . АЗАҘА‏ !3و !5. 
مب . کے 7 
2 قارن 47 892 
لیکن n‏ وط عنصرين من № АР = n(n – 1) (п – 2) ...(n — p + 1) =— (p < пу)‏ 


(n-p)! 

کته تطبيق: 
یه u‏ امن СЭН‏ عل مائدة مستديرة تضم سبعة كراسي. 

1( بم من كيفية يمكن ان (ум,‏ هؤلاء الاغخاص؟ 

2( ذا علمت أن ثلاثة کرای من الکراسی السابقة مكسورة» بج من كيفية يمكن أن یجلس هؤلاء الاشناص؟ 
كه تھرین: 
ثلاث كات من الصندوق. 
ما می عدد السحات الممكنة؟ 

الم تیباتے < | 7 

كه اشاط : 

КЕЗДЕР ТЕХ (1 

2 ما می عدد السحبات المکند؟ 
حم خاصیة: 


ذ,لطرش عبد اللي 


لیکن n‏ وط عنصرين من № بحیث .(p < n)‏ 
ээс‏ الترتيبات بتکرار d‏ 2 من بين 7 هی: NP‏ 
كه تھرین: 
لتكن الارقام التالیة: 8-7-5-3-2 
1) کے من عدد من ثلاثة ارقام مختلفة مثنى مثنی یمکن تکوینه انطلاقا من الأرقام السابقة ۴ 
2( من عدد من ثلاثة ارقام ليست بالضرورة مختلفة بمكن تکوینه انطلاقا من الأرقام السابقة ؟ 
33 آلعالیعای : 
51414 
035 جموعة من أربعة أشخاص d}‏ :© زط : .E = {а‏ 
نرید تکون А‏ مكونة من ثلائة أشناص لتأدية مهمة ماه 
ماهي الجن التي ¿S‏ تکوینہا وما هو عددها؟ 
3 
1. احسب E‏ ماذا 0224 
ک۶ خا صية: 


لتكن E‏ جموعة تحتوي على n‏ عنصر و p‏ عدد Z=‏ طبيعي — (P < n)‏ 
کے کو АР‏ 
کل جزء من E‏ حتوي على p‏ عنصر (سمی تاليفة ل p‏ عنصر من بين Уй‏ عدد هذه التالیفات هو | ونرمن له 


С29 و وا‎ Сё 


т! 


P _ 
Cn = p!(n-p)! ` 


n 


لیکن 7 وم عنصرين من № بحیث (7 > ҺА (p‏ 


S £a,‏ قسم من 4 إناث و6 ذکور » نرید اختیار 5 تلامیذ من بین تلاميذ هذا القسم A22‏ فى إحدى الأنشطة 
ا 
1) حدد عدد اجموعات الق ,54( تکویناه 
2( حدد عدد اجحموعات ۳ O‏ من الذ کور У‏ 
3( حدد عدد اجموعات цай ОО, “сул Ё‏ 
4( حدد عدد المجموعات ۳ حتوی على 3 3 کور على الاقل. 
35221 
يحتوي صندوق على اربعة كرات حراء و ثلاث کرات خضراء. سحب فی ان واحد ثلاث كرات من الصندوق. 
1. ما هو عدد السحبات المکنة؟ 
2 ما هو عدد السحبات التي تحتوي على كرة واحدة جراء؟ 
3 ما هو عدد السحبات التي تحتوي "تين حمراوين على الا ° 


ذ.لطرش عبد اللي 


إذا كانم عدد الکرات المسحوبة حيث: 

رم عدد كرات النوع الأول. 

р,‏ عدد کرات النوع الثاني. 

وم عدد کرات النوع الثالث. 

فان معامل الترتيب я‏ 

كه تھرین: 

ЭЭР”‏ على ثلاث کرات خضراء وخمس کرات حراء. نسحب عشوائیا أربع كرات من الصندوق بالتتابع 
وبدون إحلال. 

حدد عدد السحات المکنة, 

зэс эл»‏ السحابات التي تکون فيا الکرات الثلاثة الأولى خضراء. 


1( 
) حدد عدد السحبات التى تکون فيا الكرة الأولى خضراء. 


2 


ээс эл»‏ السحبات 2 تحتوي على 55 واحدة خضراء. 
حدد السحبات 3( تضم كتين حراوین ha‏ 
П‏ التجارب العشوائية - احتمال حدث: 
1 مصصلعات: 


” 


5 مهيد: 

إذا رمينا قطعة نقدية في المواء فلا كن أن نعلم مسبقا هل ستقع على الوجه «Е»‏ أو عل الظهر «P»‏ نقول ان ,7 
قطعة نقدیة في المواء" تجربة عشوائية. 

کم اشاط: 


نري نردا مكعبا غير مغشوش مرقم الأوجه من 1 الى 6. ¿ë‏ بالوجه الأعلى للنرد عندما يستقر. 
1. حدد ا جموعة 2 المكونة من جميع الامكانيات الممكنة. 
22 حدد ا جموعة ۸ المكونة من جميع امكانيات الحصول على عدد زوجي. 
с,‏ ۸ اسمی حدثا. 


حدد بالتفصيل الا حداث التالية: 


الحدث 8" الحصول على عدد فردي". 

الحدث ©" الحصول على عدد مضاعف للعدد 3". 

الحدث "D‏ الحصول على عدد قابل للقسمة على 5". 

الحدث "E‏ الحصول على عدد اکبر قطعا من 6". 

عبر عن الأحداث n C‏ ۸ و AUB‏ و 08 ۸ ثم حددها بتفصیل. 


ه . أسمي کون امکانیات تجربة عشوائية, جموعة Zl‏ هذه التجرية العشوائية و نرم Ú‏ ب 60 
Е‏ مکونة من امکنية او | کثر اسمی ЫЫ‏ 
7 9 پ1 ا ПІ‏ 
کل حدث مکون من امکانية واحدة لسمی حدثا ابتدائیاه 
بحوعة الامکانیات الى لا تنتمی الى 22344 ۸ سم احدث الضاد ل ۸ وترم АЛДЫ‏ 
الحدث А ПВ‏ مکون жи‏ الامکانیات )3 حقق الحدثين A‏ و B‏ ي نفس الوقت. 
نقول إن الحدثين А‏ و B‏ غير منسجمين إذا کان 0 = n B‏ ۸. 
الحدث AUB‏ مكون من جميع الإمكانيات التی تحقق الحدث أو الحدث 8( أي أحدهما على الأقل) . 


نري نردا مكعبا عير مغشوش مرتین متتابعتين. نرمن ELI‏ هذه التجربة العشوائية بالزوج (a; b)‏ حيث а‏ نتيجة 
الرمية الأولى و b‏ نتيجة الرمية الثانية. 
A‏ ما هو کون امکانیات هده ا العقواية و ما هو عدد عاف 

حدد الأحداث التالیة: 

ул ЛА сэм‏ عل عددین متساویین". 

Ја ТВ сэм‏ عل عددین زوجیرن". 

الحدث C‏ الحصول үр‏ عددین جموعهما يساوي 9". 

ANB الحدث‎ 


2 احتمال هكدث : 


ж‏ اشاط: 
АУ‏ اجتياز مباراة شفوية مكونة ستة أسئلة : ,© {a,b,c,d‏ يختار الترشم آحد هذه الأسئلة» إذا آجاب 
عن السؤال يكون ناجھا و إذا ل يجب يرسب. 

حدد فضاء الإمكانيات. 

في حالة حضر ЖАЛЫ»‏ السؤال а)‏ ما هو احتمال نجاحه في هذه المباراة؟ 

فی حالة حضر هذا المترشم الأسئلة (а, f]‏ ما هو احتمال نجاحه في هذه المباراة؟ 

في حالة حضر هذا المترثم الأسئلة الستة كاملة. ما هو احتمال نجاحه في هذه الباراة؟ 


. في حالة لم بحضر هذا الترشم أي سژال. ما هو احتمال نجاحہ في هذه المباراة؟ 


ذ.لطرش عبد اللي 


لیکن 0 کون امکانیة تجربة عشوائية. 
٥‏ احتمال حدث ۸ هو جموع احتمالات الا حداث الابتدائية التق توجد ضمن А‏ ونرمن له بالرمن PCA)‏ 
о‏ العلاقة الق تربط کل حدث А‏ بالعدد P(A)‏ نسمی احتمالا على کون الامکانیات © . 


0 -)0(?. 
1 = )0( 
1 > (2)4 > 0 لکل حدث 4 ضن N‏ 
О‏ مثال: 
نرممی lay‏ مکعبا غير مغشوش مرة واحدة في امواء. کون الإمكانيات هو :)1,2,3,4,5,6( = О‏ 
نعتبر الا حداث التالية: 
o‏ حدث 4" ا حصول على عدد زوجي وقابل للقسمة على 3". 
o‏ الحدث "B‏ الحصول على عدد أولي". 
لدا : (6) A=‏ ,}2,3,5{ = 8. إذن: 
P(A) = Р((6) = =‏ 


P(B) = Р(2,3,5}) = P2) + P({3}) + Р((5)) = 2+2 +2 =: = юм. 


نر ثلاث مرات قطعة نقدية غير مغشوشة. نعتبر الا حداث التالية: 
ө‏ الحدث ۸ الحصول على الوجه ۴ مرة واحدة بالضبط". 
o‏ الحدث "B‏ الحصول على الظهر P‏ مرة واحدة على الا كثر". 
1. باستعمال ë‏ الاختيارات» حدد کون الإمكانيات. 


АОВ AB ۰۸: اال الاحداث‎ сам! 2 


22 مرة واحدة نردا رباعي الأوج وجوهه تمل الأرقام 30201 و4 محیث:0,3 = PIJ‏ و 0,1 = Р({2))‏ 
و 0,4 = .P({4}) = 0,2, P({3})‏ 
آحسب احتمال الأحداث التالية: (2,4) = ۰۸ }1,2,4{ = А = {6),В‏ و }1,2,3,4{ = С‏ 


۸ مبرهنة: ( فرضية آساوي الا حتمالات): 


لیکن © کون امکانیة تجربة عشوائية. 
إذا کانت ال لات الابعدائية متساوية الاحتمال فى کون الامکانیات فان لکل حدث ۸4 2 فان 

сата(А) 
сата(0) 


Р(А)- 


. P(AU В) = P(A) + Р(В) – P(A n ВУ) 4.0 لیکن ۸ و 8 حدئن من‎ o 


6 15 كان ۸ و 8 حدثين غير منسجمين» فان: .P(A U B) = P(A) + P(B)‏ ذ. لطرش aÍ ье‏ 


25 تطبيق: 
تحتوي كيس على 3 کرات حراء وکتین خضراوين )35 واحدة بیضاء, نسحب تأنيا کتین من الکیس. 
تعتبر الا حداث التالية : 
e‏ الدث ۸: ا حصول على 55 واحدة sla‏ فقط". 
ө‏ الدث "B‏ حصول على 55 واحدة خضراء فقط". 
ө‏ الحدث 0: الحصول على š$‏ واحدة خضراء على الأقل". 
آحسب احتمال АОВ, ۸0۰6 «С: AY‏ 
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ЖА 
42626241 أربع بیدقات سوداء تمل الأرقام‎ des 2 ۰ 11 بحتوي كيس على ثلاث بيدقات بیضاء تمل الأرقام‎ 
نسحب عشوائيا بالتابع وبدون احلال ثلاث بيدقات من الکیس.‎ 
کو القییز بيخ الات باللمس» اسب احتمالات الاحداث التالية:‎ ЕТТЕН! 
الحصول على ثلاث بيدقات لما نفس اللون".‎ "A الحدث‎ ө 
الحدث 8" الحصول على الأقل على بيدقة بيضاء".‎ o 
الحصول على ثلاث بيدقات تمل نفس الرقم".‎ ЧС الحدث‎ o 
الحدث (1" الحصول على ثلاث بيدقات £ £ ارقاما عدد زوجي".‎ o 
الحدث 8" الحصول على ثلاث بيدقات جموع ارقامہا عدد فردي".‎ o 
الاحتمال الشرطى:‎ 7 
bui كع‎ 
یعکون قسم من 23 تلميذ موزعين حسب الجدول التالي:‎ 


1. نختار عشوائيا تلميذا من القسم» نفترض ان جميع التلامیذ لهم نفس الاحتمال لكي يتم اختيارهم. 
أ- أحسب احتمال کل من الأحداث التالية: 
e‏ الدث "G‏ اختیار ت GERM:‏ 


o‏ الدث ۳ اختيار تلميذة" 

% الا ۱ اعتار یل کر 

PCF nD و‎ P(G AT) ب - أحسب‎ 

на 2‏ أن التلمیذ اشختار من الذکور, ما هو احمال ان یکون مکرا؟ نرمن هذا الاحتمال PO о‏ 


— 00. 


ج۔ ماذا تمثل الکتابات التالية: (1) ۲و ЭР CF)‏ (6)ر۶؟ Ае‏ طرش Аб цә‏ 
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لیکن 4 و 8 حدثين ضن P(A) + 0 = О‏ 


Р(АПВ)- 


احتمال В «од‏ علما آن الحدث ۸ محقق هو : = P, (B) = Р(В/А)‏ 
يحتوي كيس على نمس بیدقات بیضاء تمل الأرقام 11ء 1ء0 » 0 وعلی آربع بیدقات حراء تمل الأرقام 141( 
des 00 0‏ بيدقتين لونهما أخضر وتملان الارقام ۰160 نسحب عشوائیا بالتتابع ویدون احلال ثلاث بیدقات من 
گی 
أذ )1 علمت انه لا عکن ار بن الییدقات بالس» آحسب احتمالات الاحداث التالية: 
الحدث "A‏ ا لحصول على ثلاث بیدقات ما نفس اللون"؛ 
الحدث "B‏ الحصول على بيدقات لما نفس الرقم". 
الحدث "C‏ الحصول على ثلاث بيدقات مختلفة اللون مثنى مثنى". 
2 علما أن الکرات ها نفس اللون» ما هو احتمال ان يكون Ú‏ نفس الرقم؟ 
3. علماان الكرات المسحوبة لها نفس الرقم» ما هو احتمال ان تكون مختلفة اللون مثنى مثنى؟ 
ЈУ‏ استقلالية حدتين- استفلالیة اخمارين: 
1. أستفلكل حكثين : 


زس ЛҒАЛЫ‏ ٹر نم و 52:13:11 25:14 21 
o‏ الحدث 8؟ الحصول على رقم فردي". 
o‏ الحدث 8 الحصول على الرقم 3 ". 
р‏ کے یں Е‏ 

(А)х P(B) = 2х == — م ۸)طو‎ 8( = Z: لدینا‎ 


إذن: Р(А) х P(B) + ۶)۸ n B)‏ وبالتالي ۸ و8 غير مستقلان. 
25 تطبیق: 
يحتوي كيس على اسع کرات لا يمكن القييز بينها باللمس: 
کرتان بيضاوان تملان الرقم 1ء وثلاث کرات حمراء تمل الارقام ۰101 2» وأربع کرات سوداء تمل الارقام 
1 ۰2 ۰2 أسحب عشوائيا وني ان واحد ثلاث کرات من الکیس: 
1. احسب احتمال АЛАГ 12У‏ 
o‏ الحدث ЧА‏ الکرات المسحوبة مختلفة الالوان مثنی مثنی". 


و الحدث "В‏ الات А ур.‏ عمل نفس الرقم". ذ. لطر оз‏ عدا ال 


2 هل الحدثان В,А‏ مستقلان؟ 
Gl La QJ .2‏ المتگرراة: 
اذا اعيد هذا الإختبار n‏ مرة فإن احتمال وقوع A‏ بالضبط n) k‏ < ) > بالضبط هو ۴ СЕрЧ1-р)"‏ 
О‏ مثال: 


1 1. ТЕ 5 
راع داك‎ хийн 


الاحتمال SO‏ يصيب رام المدف هو о‏ قام هذا الرامي بعشر محاولات. 
ما هو الا حتمال لی یصیب ادف ست رات بالضبط. 
ХМ ۲‏ العشوانی- القانون الدانی: 
1. المتغیر العشوانی: 


کم شاط: 
رمي قطعة نقدية في المواء ثلاث مرات متتالية. نرمز ب X‏ الرات التی بظهر فيها الوجه F‏ 
حدد کون الامکانیات ثم استنتج الق التى عکن ان U‏ خذها المتغير X‏ 


. ماذا تعنی الأحداث التالیة:(1 = (Х-2)» (X‏ 
ہس یں аба‏ 

. تحقق ان: + = (1 = Р(Х‏ 

141 0,444 الفلا‎ a 


сул‏ كيس على 6 کرات بيضاء و تين سوداوين. >— من الكيس )28 بالتتابع و باحلال, 
لیکن X‏ المتغير العشوائی الذي بربط كل محبة بعدد الكرات البيضاء المسحوبة. 
.Х(0)2-- 4‏ 
2 ضع جدول قانون احتمال . 
کته رین: 
نعتير اللعبة التالية: 
' يحتوي كيس على اربع كرات بيضاء وكرتين لونہما آسود لا يمكن القییز بينها باللدس. على اللاعب ان سحب 
تين في ان واحد. في كل بة يريم اللاعب درهما (1+) عن كل 55 بیضاء ویخسر درهما عن كل 33 سوداء" ذ. لطرش عبد اللہ 


لیکن 0 کون امكانيات تجربة عشوائية و X‏ متغیرا عشوئیا معرفا على 0 و Хал X(N) = {Xr Xn}‏ 
о‏ الامل الریاضی - 10 9 العدد А‏ له ب Е(Х)‏ العرف با یل : 

۱ E(X) = x,P(X = x,) +x,P(X = x,) +--+ x, P(X = x,) 
ЛАНЕРЛЕВЛ ТЕР لاو الذي نرمن‎ ۶۶۷۳۷ 
۱ VAJ p(X = х;) + х,2Р(Х = ۸7۰(0 Р(Х-х,)-ТЕОУР 

5 العدد oX) = /V (X)‏ یسمی الإنحراف الطرازي للمتغير X‏ 


О‏ مثال: 


نعتبر متغیرا عشوائیا X‏ جدول قانون احتماله کالتالی: 


. E(X) = )-1(.2 + 1. + 2 = 
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(432 1 2 1 21. 
V(X) = تروے‎ 2+12. + 3 ( 


000) = الانحراف لطرازي: 2 = کل‎ o 


2 المتغیر 021 гоі‏ 
نعتبر تجربة مكونة من اعادة نفس الاختبار ‏ 2 لیکن А‏ حدثا من هذا الاختبار بحیث P(A) =p‏ 
نعل ان الاحتمال لک (k > n) ¿> k АЗАП ША‏ هو р)":‏ -1) کم 
المتغير العشوالي الذي یربط كل نتيجة ب ээс Р(Х = k)‏ الرات التق بتحقق فہا احدث А‏ یسمی متغیرا عشوائیا 
خا l‏ 
العددان n‏ و م يسميان وسیطا ا تغیر الحداني . 
مم خاصية 
لیکن X‏ متغیرا عشوائيا حدانيا وسيطاه n‏ و م. لدينا : 
үКкє{0,1,...,п) Р(Х = К) SC ٤‏ 
О‏ مثال: 
نري قطعة نقدیة 5 مرات متتابعة. لیکن X‏ التغیر العشوانی الذي یربط کل نتیجة بعدد ا مرات التی ظهر فا الوجه 
l „F‏ 
لدینا قانون احتمال حداني وسيطاه : 7-5 p = P(F) = > s‏ 
و لدینا vke{0,1, ...,5} Р(Х = k) = COO:‏ 
۶۶ خا صية: 
لیکن X‏ متغيرا عشوائيا حدانيا وسيطاه n‏ و . 
الأمل الرياضي ل X‏ هو : Е(Х) -пр‏ و مغايرته هي У(О-тр(1-р)‏ 


ذ,لطرش عبد اللي 
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